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A proof is not really understood until the stage is reached 
at which one can grasp it as a whole and see it as a single 
idea. 
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Lời bạt 


Lý luận là một đặc điểm của con người. Từ Aristotle đến nay, nhiều 
nghiên cứu mang tính hệ thống nhằm làm sáng tò những lý luận 
trong đời thường. Sự nghiên cứu này còn được tác động mạnh mẽ 
tử cuộc khủng hoảng về nền tảng của toán học. Rất nhiều thành 
quả đã đạt được, luận lý ký hiệu chính là một minh chứng. Mô hình 
này đã đáp ứng được yêu cầu thực tế của thời đại mà nó phát sinh, 
Dù không hoàn toàn khích khao với thực tế yêu cầu. Nhưng với tính 
chặt chẽ và hệ thống, nó đã đạt được sự thuyết phục to lớn. Đôi khi 
người ta còn ngộ nhận rằng nó là cái “đích thực” hơn thực tế. 

Nhưng thực sự luận lý toản học còn một khoảng cách rất xa với thế 
giới thực. Dù luận lý toán học là một cầu trúc hoàn thiện nhưng nó 
vẫn còn một số phần phi lý khi áp đặt lên thực tế. Hậu quả này phát 
sinh do tính hoàn bị của cấu trúc. Do đó điều này không ít gây trở 
ngại. và ngộ nhận trong khi sử dụng. 

Ngày nay có rất nhiều ngành luận lý toán học mới phát sinh để giải 
quyết những vấn đề mà thời đại của luận lý học cổ điển chưa biết 
đến. Những vấn để này có độ phức tạp cao hơn, có tầm vóc, có 
không gian rộng hơn. Nhưng, cấu trúc của các mô hình luận lý mỏi 
cũng còn dựa trên nến tảng cấu trúc của luận lý học cổ điển. 

Do đó để hiểu rõ các mô hình mới thì việc nghiên cứu luận lý học 
cổ điển là cần thiết. Ngoài ra, luận lý học cổ điển vẫn là hệ thống 
suy diễn nền tảng của nhiều ngành khoa học quan trọng. 

Thế giới thực là một thế giới mà càng khám phá càng thấy nó rộng 
lớn hơn. Mọi cố gắng đều nhắm đến việc giải quyết những bài toán 
của thực tế. Toán học cũng không ngoại lệ. Nhưng vẫn có những 
quan điểm cho rằng những ngành toán học lý- thuyết là không có 
thực tế áp dụng. Tuy rằng toán học đã có những bước tiến khá xa 
nhưng những quan điểm nghiên cứu và ứng dụng vẫn còn là của 


những thể kỷ trước. Điều mà người ta hiểu về ứng dụng đơn thuần 
chỉ là làm sao sử dụng được các công thức toán học. Do đó việc 
trình bày cũng chỉ là đưa ra các công cụ của những vấn đề đã được 
giải quyết. Đây là giai đoạn sơ khai của mọi ngành khoa học. 

Điều thực sự quan trọng là quá trình xác định bài toán. Việc này có 
nghĩa là nhìn vấn đế dưới các không gian của nó hơn là chỉ khảo sát 
các đối tương như những thành phần đơn lẻ. Sức mạnh của toán 
học là cung cấp những mô hình để có những khái quát trên một 
toàn thể. 

Ở một không gian này không tìm thấy lời giải thì chuyển đến không 
gian khác, nếu không thi lại đến một không gian khác nữa. Thời đại 
của những thủ thuật, những tiểu xảo không còn phù hợp nữa. : 

Khí giải một bài toán là tìm xem nó thuộc lớp không gian nào. Mô 
hình này đã được nghiên cứu đầy đủ chưa, đã đạt được những kết 
quả gì. Công việc của người giải bài toán chỉ là việc chuyển đổi 
ngôn ngữ của bài toán, từ ngôn ngữ tự nhiên sang ngôn ngữ của 
mô hình toán học tương ứng. Lời giải chính là sự thừa hưởng những -' 
tinh chất của không gian chứa bài toán. Cho đến ngày nay phương 
pháp tiên đề vẫn là một phương pháp mang tính thống trị. 

Một điều rất tự nhiên khi đặt ra câu hỏi : lãnh vực toán học sử dụng 
công cụ gì, sử dụng phương pháp gì trong vấn để nghiên cứu. Các 
công cụ, các phương pháp đó có còn phù hợp với thời đại ngày nay 
không. Hay cũng chỉ là cây bút chì và mảnh giấy. Nếu công cụ thay 
đổi, quan điểm nghiên cứu thay đổi thì cần phải làm gì cho phù hợp 
với yêu cầu mới. : 

Quan điểm ứng dụng của toán học có cần phải thay đổi hay không. 
Ranh giới giữa lý thuyết và ứng dụng có thực sự là một vực thẩm 
không thể bắt được một nhịp cầu hay không. Người ta đã thực sự 
hiểu hết sự trừu tượng toán học hay chưa, Các mô hình trừu tượng 


có thực tế của nó hay không. Đi tìm câu trả lời túc là đã gái quét 
vấn đế. 

Con người hiện hữu đồng nghĩa với sự sảng tạo va du/ trị Sử sáng 
tạo. Sáng tạo lả điểu tự nhiên như ăn. uống, ngũ. nghỉ. Hiện hữu 
đồng nghĩa với khám phá. Đó là nhận dạng. nhận thúc chân trị Môi 
hoạt động gắn liền với không tính và thời tính. 

Chân, dụng. thiện, mỹ là thước đo để thẩm định rnọi kết quả sáng 
tạo. Tuy nhiên một vần để thường it được để cập đến là thiện tính 
và mỹ tính. Đây là một vấn để mang tính chất nhân văn. 

Cái đẹp là một khuôn mẫu chung, là bóng dáng của thực tế kinh 
nghiệm được chồng chất lên nhau. Nếu nói theo ngôn ngữ của hiện 
hữu thì nó là một hiện hữu trong những hiện hữu. Toán học cung 
cấp một nguồn cảm hứng về một mỹ tính nhận thức. về một cái đẹp 
toàn thể. | 

Mọi vật đều có thể nhìn dưới góc độ chân thiện mỹ. Chân nghĩa là 
cái sự thật, cái con người “nhìn thấy” về đối tượng. Mỗi khi thay đối 
góc nhìn lại có những chân lý khác nhau. Chân của toán hoc là 
phần không có thật. Nó chỉ là hình ảnh trừu tượng được nhận thức 
từ những thực tế kinh nghiệm. Vì vậy nó cũng là mẫu mực mà các 
hiện hữu vươn tới. Hình thành nên cái gọi là mỹ tính, cái hoàn thiện, 
cái khuôn mầu lý tưởng. Khi nhận thức được đẩy đủ đối tượng thì 
hiệu quả sẽ đạt được cao hơn. . 

Con đường phía trước vẫn còn mênh mông vô tận. Người sau tiếp 
nối người trước. Nhưng không cần phải nếm lại những chông gai 
của những người đã đi qua. 

Làm thế nào để người sau tiếp nối đoạn đường mà không phải bắt 
đầu lại từ đầu. Điều này chính là thiện tính. 

Không một kết quả nào được xem là hoàn hảo với diễn tiến của thời 
gian. Quan điểm biện chứng sẽ cho chúng ta thấy được những mặt 
đối lập. Điều này càng làm cho đối tượng được nhận thức rõ ràng 


và đầy đù hơn. Nhận thức được sự toàn toàn vẹn tại một thời điểm 
và sự bất toàn vẹn đối với thời gian chính là thấy được sự phát triển. 
Vì vậy mọi thành quả đều cần phải được vượt qua. 

Dù biết rằng sự đóng góp này chỉ là những bước bắt đầu. Nhưng 
với khao khát truy tìm chân lý để cuộc sống được hoàn thiện hơn là 
điểu mong mỏi cao nhất. 


Nguyễn Thanh Sơn 
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LUẬN LÝ TOÁN HỌC 


Luận lý toán học hay luận lý ký hiệu là một lý thuyết phân tích về 
nghệ thuật lý luận hướng tởi việc hệ thống hóa và mã hóa các 
nguyên tắc của lý luận đúng. 

tuận lý toán học hình thành từ việc nghiên cứu cách sử dụng ngôn 
ngữ trong lý luận. Nó còn có tính hình thức vì không hàm chứa ý 
nghĩa. Luận lý toán học có rất nhiều ngành, nhưng ta chỉ khảo sát 
dạng cổ điển là luận lý mệnh đề và luận lý vị từ. 

Hai phương pháp chủ yếu để nghiên cứu các hệ thống luận lý là ïÿ 
thuyết chứng mình và ïý thuyết mô hình. Lý thuyết chứng minh bao 
gồm các vấn đề liên quan tới các bằng chứng. lập luận, nghĩa là 
chúng mính. Trong khi lý thuyết mô hình khảo sát các vấn để về 
ngữ nghĩa hay hình thức đó là chân trị, diễn dịch, thỏa mãn. 

Luận lý là khoa học về sự suy nghĩ đúng (science of correct 
thinking) không phải khoa học về sự tật. của thế giới này (the 
sScience of the truth of this world). 

Luận lý toán học chỉ xem xét tập hợp những phát biểu hợp lệ. Khi, 
các phát biếu này mô tả những vấn đề có thể gán tính chất đúng 
hoặc sai, độc lập với thời gian và không gian. 

Luận lý toán học khảo sát những qui luật dẫn xuất những phát biểu 
từ những phát biểu luận lý khác. 


LUẬN LÝ MỆNH ĐỀ Ímpo«<;02.. h¿: 


Luận lý mệnh để còn một tên khác là đại số boolean. nó nghiên 
cửu những quan hệ giữa các đối tượng là mệnh đề. 


CẤU TRÚC 


Đối tượng trọng tâm của mô hình toán học luận lý mệnh đề là khái 
niệm mệnh đề. Đây là thành phần cơ bản kiến tạo nên các đối 
tượng khác. Mệnh đề trong kiến trúc luận lý mệnh để trở thành một 
khái niệm trừu tượng. Nó thoát ra khỏi những ràng buộc của mệnh 
để trong thực tế, mà từ đó nó xuất phát. 


Mệnh đề 


Mệnh để chỉ là câu khai bảo và có thể được gán giá trị đúng (đ) 
hay sai (s). 


Thí dụ 
Các phát biểu sau là mệnh để, 

1. Nguyễn Trãi đã viết Bình Ngô Đại Cáo. 

2. Phạm Thiên Thư là tác giả của Đoạn Trường Vô Thanh, 

3. Mặt trời xoay quanh trái đất. 

-_4, 2+2 < 4 (trong bối cảnh quen thuộc của tập hợp Số). 

5. Nếu thế giới này phẳng thì mặt trời quay quanh trái đất. 
vì có thể lần lược gán giá trị đúng, đúng, sai, đúng, đúng. 
Các phát biểu sau không là mệnh để, 

6. Tại sao luận lý học lại quan trọng ? 

7. Xin vui lòng giúp tôi ! 
vì không phải là câu khai báo và không thể gán giá trị đúng, sai. 
Các câu mơ hồ không là mệnh đề, 

8. Toán học là trò đùa. 

9. Trời hôm nay lạnh. 

10. Khoa học máy tính hấp dẫn hơn toán học. 
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vì không phải mọi người đều có cùng thống nhất về kết quả cho 
việc gán giá trị đúng hoặc sai. 


Nhân xét 

1. Định nghĩa thế nào là câu khai báo tùy thuộc vào văn phạm của 
ngôn ngữ tự nhiên. Do đó các định nghĩa của luận lý mệnh đề 
trong trường hợp này hoàn toàn phụ thuộc vào ngôn ngữ. 
Nhưng, nếu xây dựng theo phương pháp tiên để sẽ tránh được 
sự phụ thuộc này. 

2. Việc gán giá trị đúng sai cho mệnh để được gọi là gán thực trị 

__ cho mệnh để. Hành động này trong thực tế mang tính chất chủ 
quan phụ: thuộc vào thời gian và không gian. 

3. Cũng giống như các mô hình toán học cổ điển khác, mô hình 
luận lý toán học là phí không gian và thời gian. 


Biểu diễn 
Mỗi mệnh đề thường được biểu diễn bằng một ký hiệu là ký tự. 


Thí dụ 
“Số 2 là số nguyên tố" được biểu diễn bằng P. 
“Mặt trời đang chiếu sáng" được biểu diễn bằng Q. 
“Nhiệt độ bền ngoài là -70 C" được biểu diễn bằng R. 
“Nếu trời nắng thì chúng ta đi cắm trại" được biểu diễn bằng S. 
“Hôm nay nó bệnh nên nghĩ học” được biểu diễn bằng T. 
“Hôm nay Trang học nhạc và hội hoạ” được biểu diễn bằng U. 
'Nó sẽ lãnh giải nhất hoặc khuyến khích” được biểu diễn bằng 
K. : l 
Tuy nhiên không có gì ngăn trở việc biểu diễn mệnh để bằng một: 
ký hiệu gồm một chuỗi ký tự. 


Nhân xét: 


Ta có thể chia nhỏ các mệnh để trên thành những mệnh đề nhỏ 
hơn để biểu diễn. 


Thí du 

“Nếu mai trời nắng thì chủng ta đi cắm trại" có thể được biểu 
diễn bằng hai mệnh đề, A cho “mai trời nắng” và B cho "chúng 
ta đi căm trạt. 

“Hôm nay nó bệnh nên nghĩ học” có thể được biểu diễn bằng 

hai mệnh đề, C cho “nó bệnh” và D cho “nghĩ học”. 

“Hôm nay Trang học nhạc và hội hoạ” có thể được biểu diễn 
bằng hai mệnh đề, E cho “Trang học nhạc” và F cho “Trang 
học hội hoa". TÌNG 

“Nó sẽ lãnh giải nhất hoặc khuyến khich” có thể được biểu diễn 
bằng hai mệnh đề, G cho “Nó sẽ lãnh giải nhất" và H cho “Nó 
sẽ lãnh giảí khuyến khích”. 

Tuy nhiên khi chia nhỏ để biểu diễn thì lim mất đi một số yếu tố 

liên kết câu như nếu thì, và, hoặc. Điều này sẽ được giải quyết 

bằng các khái niệm toán tử trên không gian luận lý mệnh đề. 


Công thức nguyên 
MGEHIEEB H6 được gọi là cảng thúc nguyên hay đơn nguyên. 


Ê24 - -r80Á “óc 
Nhân xét : Nợ r1. 


Việc gọi tên mệnh để là công thức nguyên là một bước. hình thức 


tru tượng hóa khái niệm mệnh đề. Tách nó ra khỏi thực tế mà nó 
xuất phát. 


Các toán tử của luân lý mênh đề 
Các toan †ử trên công thức nguyên : SN ĐỂ TẾ 
(not), 


® Toán tử “shủ đint” (cấp 1): ¬ 

« Toán tử “và” (cấp 2): A (and), ` 
« Toán tử “ho sặc" (cấp 2) : v (or), 

« Toán tử “zciểu kiêr” (cấp 2):. — (f...then), 

+ Toán tử “tưGïg đưang! (cấp 2) : c (ff). 

Thí dụ : 


Cho S, T là công thức nguyên, ta Có : 
¬S, SAT, SvT, ST, ST. 


Nhân xét : `.y 
1. Các toán tử A, v là cấp 2 nên giao, hội chỉ là giao, hội hữu hạn, 


2. Không gian các mệnh để cùng các toán tử là một không gian 
đại số. 


Ý nghĩa các toán tử 
Các toán tử được dùng để biểu diễn cho các phân rã thành các 


mệnh để thành phần, hoặc tổng hợp các mệnh đề thành các 
mệnh đề khác. 
1. Phủ định : 

Thí dụ : 

P là “số 2 là số nguyên tố”, ta ký hiệu mệnh đề 

“số 2 Không là số nguyên tố" là ¬P. 


2. Kết hợp : 
Thí dụ : 
P là “mặt trời chiếu sáng” và 
Q là "bên ngoài trời lạnh" được kết hợp thành PAQ. 
3. Chọn lựa : 
Kết hợp hai mệnh đề được lựa chọn thành một mệnh đề. 
Thí du : 
P là “Đi nghĩ hè ở miền núi" hoặc 
Q là “Đi nghĩ hè ở miền biển “ được kết hợp thành P vQ, 
4. Điều kiện : 
Mệnh đề gồm phần điều kiện và hậu qủa. 
Thí dụ : 
Nếu P là “mặt trời chiếu sáng".thì 
Q là “không khi ấm áp". Mệnh đề này được biểu diễn như sau 
P>Q. : 
5. Tương đương : 
Diễn tả hai mệnh đề là hệ quả lẫn nhau. Đây là sự kết hợy 
của loại điều kiện. 
Thí dụ : 
P là “Số nguyên tố đầu tiên" tương đương với Q là “Số nguyên 
tố chắn". Mệnh đề này được biểu diễn như sau P «› Q. 


Nhân xét: 

1. Vấn đế phủ định mang yếu tổ thời gian. Mệnh để “Hắn sống” 
có tương đương với mệnh đề "Hắn không chết' ?. Hắn không 
chết có nghĩa là hắn sống, nhưng còn có nghĩa là hắn bất tử. 

2. Một số trường hợp hai lần phủ định không nhất thiết trở lại 
mệnh để ban đấu. Nhưng trong luận lý mệnh để chỉ khảo sát 
trường hợp hai lần phủ định thì trở lại mệnh đề ban đầu. 

3. Theo quan điểm biện chứng của triết học thì không có hai đố: 
tượng nào là tương đương. Ngay cả với chính cùng một dó: 
tượng. 


Lưỡng nguyên 
Lưỡng nguyên là một công thức nguyên hoặc phủ. định của một 
công thúc nguyên. 
Thí dụ : : 
Cho S, T là công thức nguyên, S là lưỡng nguyên và ¬S cũng là 
lưỡng nguyên. 
Nhưng S^T, ST, S-›T, Se»T, ... không là lưỡng nguyên. 
Những đối tượng nguyên sơ của luận lý mệnh để có tên gọi. ie sụ 
hiện hữu của nó được minh định. Do đó các kết cấu được xây dựng 
từ những yếu tố cơ bản cũng sẽ được đặt tên. 
Tuy nhiên có thể nhìn sự việc này the2 một quan điểm khác, một 
lớp con các mệnh để ban đầu (công thức nguyên) sẽ phát sinh ra 
các không gian mệnh đề. Sự phát sinh này nhờ vào các toán tử. 


Công thức hoàn hảo : 
Cong thúc hoán hác còn gọi là công tbúc, được định nghĩa đệ ø¿: 
như sau : l ˆ 
1. Công thức nguyên là công thức. : 
2. Kết qủa của việc áp dụng một số hữu hạn lần các toán tử 
mệnh đề trên các công thức là công thức. 


hi chú : : 
1. Định nghĩa đệ qui được xảy dựng trên nền tảng truy chững hữu 
hé: ^ùa tập hợp số nguyên tự nhiên. 


Thí dụ : 
Cho S, T, P là công thức ta có các công thức : 
¬S, SAT, SvT,ST,SoT ˆ 
(sử dụng một toán tử ), 
SvT=P. S—TAP,... 
(sử dụng hai toán tử ). 
(SvTP)T,.. ` 
(sử dụng ba toán tử ). 
2. Việc hình thành các công thức là hợp lộ nhưng trong thực tế đôi 
khi nó vô nghĩa. 
Thí du : 
Cho S là “Mặt trời xoay quanh trái đất" và T là “2+2=4”. Khi đó 
có công thức : S—T, ie có mệnh đề “ Nếu mặt trời xoay quanh 
trải đất thì 2+2=4". 
Ý nghĩa của cấu trúc-S—T là vô nghĩa, nhưng kết cấu này là 
hợp lệ. ï 
3. Về mặt lập trình cần có một biểu diễn hình thức chặt chẽ cho 
công thức. Một hình thức được đề nghị theo qui tắc sau : 
Qui tắc: - 
Nếu S, T là công thức, ta có : 
1.(S AT) 
_2.(8vT) 
3.¬S « 
4.(ST) 
5.(Se©>T) 
các dòng trên là công thức. 


Thí dụ : 

Cho 5S, T, U là công thức 

(a) S là công thức.. 

(b) (S) không là công thức vì dấu (). 
(c) ¬(S) không là công thức vì dấu (), mà ¬S mới là công thức. 
(d) (S ©› ¬S) là công thức: : 
(e) (SAT^U).không là công thức. 
(f) ((SAT) ^U) là công thức. 


Vấn đề : Kiểm tra là công thức hoàn hảo. 

Để kiểm tra một công thức ta có thể lần lược thay đổi các yếu tố 
được đánh giá là công thức bằng một ký hiệu (như dấu *). Tiếp 
tục đánh giá các yếu tố còn lại, cái nào là công thức, lại thay bằng 
ký hiệu. Quá trình tiếp tục cho đến khi có kết quả. 
Thí dụ : 

1. (((A ^ B)v©) >¬A) 

thay tất cả công thức bằng ký hiệu ° 

_ (nŒ^ Bề: v'*)¬") 


xxx 


( Nụ TƯ —- *) 
bị là S)ng thức. 


À2(((A> Ð) =#É) -sz(Ä:v/B) 2e <-3G/A A)) 


“xe... (2 212*)¬(*tv*)e©—¬f'lA*)) 
xxx... .ẽ 
NT: Tay Sạc T-. 
((...}) đây lá dạng không hợp lệ nên không phải là công 
thức. 
c 


Chú ý: - 

Tuy nhiên, khi trình bày vẫn dễ dàng chấp nhận SAT, SvT, S¬T 
là công thức thay vì phải là (SAT), (SvT), (S—T). 
Qui định trên chỉ dành riêng chó phạm vi lập trình. —. 
hi trình bày người ta vẫn thích một hình thức phóng bnöäig I hơn. 
Vì nó không làm rườm rà công thức. Tuy nhiên củng sẽ không có 
gì mơ hồ với cách trình bay này. 


ng 


Mỗi công thức nguyên đều có thể được định một giá trị đúng hay...» .. 
sai. Những thành phần mới. được xây dựng bằng cách kết hợp các ˆ Xí 
công thức nguyên cùng với các toán tử, cũng có thể được xác định 
giá trị đúng sai theo qui định của bảng thực trị. 

Ỏ một lúc nào đó, có thể qui định lại bảng thực trí. Điểu đó có nghĩa 
là xây dựng một luận lý mệnh đề khác l. 


Nhân xét : 
Khi chấp nhận bảng thực trị là đã vô hình trung chấp nhận luật 
mâu thuẫn, bài trung, ... vì ¬đ là s, ¬s là đ và (¬(¬A)) trở thành A. 


Nguyên tắc tạo bảng thực trị cho mối công thức 


Bảng thực trị của một công thức được xây dựng từ các phần tử cơ 

bản (phần tử biết được giá trị đúng sai) của công thức. Nếu có hai 

phần tử cơ bản thì có 4 trường hợp (khả năng phối hợp của các 

phần tử). 

Tổng quát, với n phần tử thì có 2” trường hợp. 

Thí dụ : 

1. Cho công thức ((¬(A A B) v€) > ¬Â), bảng thực trị gốm 3 
phần tử cơ bản. Do đó sẽ có 8 dòng. . 

2. Công thức (((¬A ^ B) v €) —> ¬D) ^ ((E v F) -Q), 7 phần tử 
cơ bản. Bảng thực trị sẽ có 27 dòng. Tuy nhiên nếu đặt H là (¬A 


^ B) và K là (E v F) thì có thể lập bảng thực trị gồm 5 phần tử cơ . 
bản và có 2Š dòng. Vì công thức là ((H v €) -> ¬D) ^ (K — ¬G]). 


Nhân xét. 
Phần tử cơ bản mà được nói ở trên không bắt buộc phải là công 
thức nguyên mà có thể là công thức. Khi số công thức nguyên 
quá lớn thì bảng thực trị của cũng sẽ có kích thước không nhỏ. 
Một trang giấy sẽ không đủ sức chứa một bảng thực trị. Vì vậy khi 
coi một công thức là yếu tố cơ bản thì bảng thực trị to lớn sẽ trỏ 
thành nhiều bảng thực trị với kích thước nhỏ hơn. 
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NGỮ NGHĨA Šetexveti 


Một ý niệm trong thực tế được hình thức hóa thành một công thức. 
Đây còn gọi là sự trừu tượng hóa. Khi đó công thức hiện hữu độc 
lập với ý niệm nguồn gốc mà nó phát sinh. Đưa công thúc vào một 
thục tế khác, ie điễn đạt công thức theo thực tế mới. Điều này còn 
được hiểu như là gán thêm cho công thức một ý nghĩa. Các thực tế 
được đặc trưng thành một khái niệm là diễn dịch. Đây gọi là ngữ 
nghĩa của công thức. 
Số các thực tế là vô hạn không đếm được, nhưng trong luận lý 
mệnh đề số diễn dịch của công thức là hữu hạn. 

¬% h Z⁄ 
Diễn dịch của công thức => x& VÒi VIƯUẾT (bên 
Cho F là một công thức được tạo thành từ các công thức nguyên 
F¿,... Fa, một diễn dịch I của công thức F là. một bộ n giá trị gồm 
các phần tử đ hoặc s. Mỗi phần tử của n giá trị này tương ứng với 
các công thức nguyên F:,... Fa. 


Khi gán từng giá trị cho các công thức nguyên của công thức F thì 
F có một giá trị là đ hoặc s. 
Công thức có n công thức nguyên thì có 2° diễn dịch. 


Thí dụ : 
Cho S. T, P là các công thức nguyên, 
ta có công thức K là (¬S A T -T AP): 

,Bộ ba (s.đ,s) tương ứng với trật tự (S,T,P) là diễn dịch l; của K. 

Bộ ba (s,s,s) là một diễn dịch khác (la ) của K. 

Bộ ba (s,đ,đ) là một diễn dịch khác (1s ) của K. 

Cho công thức H là (¬A v B)`^ (Cv D) — E. 

Bộ (đ.đ.đ,s,đ) là một diễn dịch của H, tương ứng với trật tự 
(A,B.C,D,E). 

Bộ (s,s,đ,s,s) là một diễn dịch khác của H. 

Bộ (đ,s,đ,s,đ) là một diễn dịch khác của H. ˆ 
Bộ (đ,đ,đ,đ,đ) là một diễn dịch khác của H. 
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Nhân xét : 
Trong số học ta có phát biểu "Nếu có 2 công thêm 3 thì được 57. 
Phát biểu trên được hình thức hóa thành các mệnh đề như sau : 

mệnh đề A là “có 2”, 

mệnh đế B là “có 3”, 

mệnh đề C là “có 5”, 

công thêm là toán tử "^* 
Do đó phát biểu trở thành công thức F : “((A ^ B) —> ©)”. 
Nốu đưa công thúc F vào trong lãnh vực hóa học, bằng cách gán A, 
B,C,A, — các ý nghĩa như sau : 

A là Hạ, 

BlàO, 

C là HạO, 

A^ là hóa hợp, 

_ = là sản sinh. 

Khi đó công thức F sẽ được hiểu là Hạ hóa hợp với O¿; thì sinh ra 
HạO. 
Bây giờ đứng ở góc độ công thức F thì môi trường số học được xem 
như một diễn địch của F, ie ta diễn công thức F thành một ý nghĩa 
trong số học. Môi trường số học sẽ được đặc trưng bằng các ý 
nghĩa gán cho A,B,C, ^, —. 
Tương tự, môi trường hóa học cũng được xem là một diễn dịch của 
F, ie công thức F được dịch bằng ngôn ngữ hóa học. Môi trường hóa 
học cũng sẽ được đặc trưng bằng các ý nghĩa gán cho A, B, C, ^, 


Tuy tằng¡ có thể có rất nhiều môi trưởng để gán ý nghĩa cho công 
thức F. Nhưng với mỗi môi trườag chỉ cần các gia trị đánh . giá cho 
các phần tử cơ bản A„B„ C- Các đánh giá này được. gọi là diễn dị dịch 
của công thức E. Nói khác đi, một mồi trường được đặc trưng bằng 
một đánh giá trên các phần. tử cơ bản. Do số phần tử cơ bản là hữu 
hạn, nên cũng chỉ có một số hữu hạn các đánh gía. 

Vậy số diễn dịch là hữu hán. 


Mó hình 
Mô hình của một công thức F là một diễn dịch I và công thức F 


được đánh giá là đúng trên diễn dịch I. 


Thị dụ : 

Cho S, T, P là các công thức nguyên. 

ta có công thức K là (¬S AT -+T ^ P). 

Bộ ba (s,đ,s) tương ứng vỏi trật tự (S,T,P) là diễn dịch l, của K. 
Bộ ba (s,s,s) là một diễn dịch khác (l; ) của K. 

Bộ ba (s,đ,đ) là một diễn dịch khác (l› ) của K. 

lạ, lạ là mô hình của K nhưng l; thì không vì (¬s + đ ở ^ S) = S. 


Nhân xét : 

Mô hình chính là thế giới thực mà công thức có ý nghĩa (đúng). 
Nói cách khác công thức là đúng đắn trong thế giỏi thực này. Thi 
dụ trái đất là mô hình của công thức hóa học H; + w Ò; — H:O. 
Có thể trên mặt trăng phản ứng này không xảy ra. Khi đó thể giỏi 
thực mặt trăng không phải là mô hình của công thức hỏa học này. 
Nếu trên sao hỏa phản ứng này cũng xảy ra thì thế giới sao hòa 
được gọi là mô hình của công thức hóa học. 
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4rọng. Chí à với bất lan thực tế nào 
nó cũng đều có giá tri dúng Nói khác đi nó có nghĩa trong mọi 


không gian áp dụng cho nó. 
Một sự phân lớp các công 4hức dựa trên khái niệm diễn dịch. 


Công thức hằng đúng-hằng sai-khả đúng-khả sai 
Công thức được gọi là bảng đ/aợ nếu công thức có giá trị đ vỏi_ 
_ mọi diễn dịch. 
Công thức được gọi là ¿h4 sai nếu có diễn-dịch để công thức có 
giá trị s. : 
Công thức Phỏệh gọi là hàng sai nếu công thức có giá trị s với mọi 
diễn dịch. < ChÈX cóc + uếxy ) : 
Công thức được gọi là khả đúng nếu có: diễn dịch để công thức 
có giá trị đ. 
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Nhân xét: 
Ta có kết qùa. 
Phủ định của định nghĩa khả sai la định nghĩa hãng đúng. 
Phù định của định nghĩa khả đúng là định nghĩa hằng sai. 
Do đó về mặt tiên để các khái niệm khả sai. khả đúng là không 
cần định nghĩa (mà vẫn có thể sử dụng). Nếu có, các định nghĩa 
này trở thành dư thừa. Sở dĩ vẫn trình bày là để làm cho cac khái: 
niệm này được sáng tỏ hơn. 


Thí du : 
Cho S,T. P là công thúc. 
K là công thúc (-2S ..T -›T PP). 
K là hằng đúng vì K đúng với mọi diễn dịch. 
H là công thức (¬S AT —T 2 P). 
H là khả đúng vì có một diễn dịch để H đúng, đó là (s, s, s) 
tương ứng với trật tự (S,T,P). 
H cũng khả sai vì có một diễn dịch để H sai (s, đ, s). 
N là công thức ¬(¬S AT —Tx P).. - 
N là hằng sai vì N sai với mọi diễn dịch. 


Nhận xét : 
1. Phủ định của công thức hằng đúng là công thức hằng sai và 
ngược m 
Thí dụ 
Phủ định của công Kiớ hằng đúng (S v ¬8) là công thức hằng 
sai (¬S ^ Sì. sẽ 


2. Để tìm phủ định của một công thức, Thay thế tất cả ^ thành x 
và v thành ^ và mỗi hiện-hữu của P bằng ¬P. 
Thí dụ 
Phủ định (P v Q) là (¬P ^—Q): 
Phủ định ¬(¬P ^ Q) là ¬(P v ¬Q). 


Trong không gian của những Xe thức của vn lý BỆNH để nếu 


là một quan hề tương đương. mm đó có HP TP lớp công thức theo 


quan hệ tương đương này. 


+ 


Tương đương 
Hai công thức F, G được gọi là tung dung nêu chúng cá cùng 
thực trị vdi mọi diễn dịch. 
Kỷ hiệu F = G. 
Còn ký hiệu là F © G hay F ‹ G. le F + G và G + F là hằng 
đúng. 


Thí dụ 
Cho 6,T,P,Qiá công thức ta có các công thức tương đương : 
S«;T = (S +zT) Œĩ{ ;S) 
2ˆ (P⁄Q)SPj=  (S/1)/⁄¿ 6-51 
' ST = ¬S„.T 
S¬T = ¬-= 
Nhân xét : 


Trong luận lý mệnh đề ta không giỏi thiệu khái niệm biên 


Hiện hữu 
Hiện hữu là sự xuất hiện của ký hiệu của một công thức. 


Thí dụ : 

Cho các công thức A, B, C. D, E và công thức F là 
(((A ;. B) >C) v À) cz ((—A —> C) ^ (D vE)) 

ta nói rằng công thức A có 3 hiện hữu trong F. 

công thức B có 1 hiện hữu trong F. 

công thúc C có 2 hiện hữu trong F. 

công thúc D có 1 hiện hữu trong F và 

công thức E có 1 hiện hữu trong F. 


Luật thay thế 
1. Công thức P là hằng đúng và nếu tất cả hiện hữu của công 
thúc X trong P được thay bằng công thức Q thì công thức kết 
quả P*° vẫn còn hằng đúng. 


2.P,Q, R là các công thức và Q = R, nếu ta thay các hiện hữu 
của Q trong P bằng công thức R thì công thức kết quả Pˆ vẫn 
còn tương đương với P. 


Thí dụ : 
1, Công thức (Rv Q) A (R vQ — Q) >(Q ?? là hằng đúng. 
VI ta biết P A (P -› Q) + Q #? là hằng đúng. 
Nên °' có được bằng cách thay các hiện hữu của P trong 
bằng (RvQ). : 
2. Công thức ¬((P -> Q) A (P = R)) — (Q —> (P -> R)) không hằng 
đúng. 
Khi thay P —+ Q bằng (¬P v Q) ta có dạng tương đương cũng 
không hằng đúng. 


2) 


Một lớp công thức quan trọng là lớp công thức hằng đúng. Một 
thuật ngữ thông dụng để gọi lớp công thức này là các luật suy diễn. 
Thực chất đây là sự trừu tượng của một số lý luận giá trị trong đời 
sống hằng ngày. Qua việc hình thức hóa, tạo thành không gian 
mệnh để, người ta phát hiện thêm một số luật suy diễn khác vẫn 
còn tiếm ẩn trong thực tế, 

Sau đây là một số luật suy diễn mà có thể dễ dàng tìm thấy được 
những lý luận tương ứng của chúng trong đời sống hàng ngày. 

Tử lớp công thức hằng đúng-này-có hể áp dụng các qui tắc thay 
thế ở trên để dẫn ra những công thức hằng đúng khác... 


lồ 


&ằ 


Luật suy điễn 
F, G. H. K là các công thức. 


1. F«e+G= Sát Q0 1Ó. 
Fv 


Lễ ,Q- 

: F+>G=¬G¬¬F 
Fv-F 

FA-¬F 


¬(-¬F) =F 


(A(G)->G 


xÌb œ0 @ @N 


8. (F A G)+F) 
9. (F->(FvQ)) 


¬( v@) = (¬F) A (¬ G) 
¬(F AG)= (¬ F) w (¬@G) 


(Œ>G)A^¬@) >(¬F) 


là hằng đúng (luảt bài trung) x~ 
là hằng sai (kiậ! mẫu thuần) 
(phủ định kép) 

(luật DeMoigan) 

(luật DeMorgan) 

là hằng đúng (tam đoạn luận) 


là hằng đúng (tam đoan iuận nghịch) 


là hằng đúng (tách biết) 
là hằng đúng (xết nổi) 


10. ((¬SF >G)^(¬F ->¬G)) >F) 


11. ((FvG)A¬G) >F) 


là hằng đúng (phần chứng) 


là hằng đúng (tam đoạn luận tách biệt) 
12. ((F +G)A(G-+H))->(F >H)) — là hằng đúng 
13. ((F >G)A(H~>K)) A (F vH)) — (G vK)) là hằng đúng 


14  (F +(G>(FAQ))) 


là hằng đúng 


15. ((FA(G —>H)) — (F — (G — H))) là hằng đúng 
16. ( ->(G —>H)) > (( AG) — H)) là hằng đúng 
17. ( >G) + ((F vH) — (G v H))) là hằng đúng 
18. (F + G) —> ((F ^ H) —¬ (G A H))) là hằng đúng 
19. (Œ->G) + ((F ¬ H) ->(G ->H))) là hằng đúng 
20. (F >G)A(H—G)) = ((F v H) —¬ G), 

21. ((F->G)A(F >H))=(F >(GAH)) - 


*. Dễ dàng chứng minh các công thức sau : 


FvG=GVvF 
fAG=GaF % 
(fvG)vH=fFv(Gvh) 
(AG)^AH=FA(GaH) 
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Fv(G ¿H) = (F v G) ~ (F v H) 
Fa(GvH)=(FAG)v(FaH) 

F v (công thức hằng sai) = F 

F ^ (công thức hằng đúng) = F 

F v (công thức hằng đúng) = (công thức hằng đúng) 

F ^ (công thức hằng sai) = (công thức hằng sai). 

. Qui luật của dòng 2' nói rằng mệnh để “Nếu anh có học luận lý 
toán học thì anh là người thông minh" tương đương với mệnh để 
“Nếu anh khỏng thông minh thì anh không có học luận lý toán 
học). : 

. Luật 3' nói rằng hai mệnh đề mâu thuẫn nhau phải có một cái sai 
không thể cả hai cùng đúng. 

. Dòng 5 có nghĩa là (F-> G) và F đúng thì G đúng. 

'. Dòng 5' có nghĩa là nếu (F-› G) và G sai thì F đúng. 

`. Dòng 6 : Nêu Socrates là người thì Socrates phải chết. Socrates 
là người. Vậy Socrates phải chết. 

- Dòng 7 : Nếu Socrates là người thì Socrates phải chết. Socrates 
không chết. Vậy Socrates không là người. 

. Qui luật của dòng 11 nói rằng Nếu A hoặc B đúng và B là không 
đúng thì A đúng. 


* 


` 


« 


. 


Dang chuẩn giao. 
Công thức F thuộc dạng chuẩn giao nếu 
F =Fi^... A Fạ, với n>1 và mỗi E, là hội các lưỡng nguyên. 
Thí dụ : 
(P v¬Q vR) ^ (=P vQ) ở dạng chuẩn giao, 
(P vQ)^ (TP xQ) ^R ở dạng chuẩn giao, 
(PvQ)^ (SP vQ) ^R ^ (¬R vQ) ^ —P ở dạng chuẩn giao, 
P.A^Q ^ R ở dạng chuẩn giao, ` 
với P, Q, R là các lưỡng nguyên. 


Đang chuẩn hội 
Công thức F thuộc dạ:ig chuẩn hôi nếu 
F = F\ v... v Fa, vớin> 1 và mỗi F, là giao các lưỡng nguyên. 
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Thí dụ : 
(P A ¬Q) v (=P ^ Q) ở dạng chuẩn hội, 
vìFi= (P ^ -¬¬+Q) và Fạ = (—P - Q). 
(P ^ R) v (—P ^Q) vQ cũng ở dạng chuẩn hội, 
vì Fị= (P ^R).F¿= (SP ^ Q) và F› = (Q) 
P v¬Q vR ở dạng chuẩn hội, 
với các lưỡng nguyên P,Q.ñn. 


Chú ý : 
Trong định nghĩa của hai dạng chuẩn, số nguyên n thỏa n n>1chỏ 


không phải là n >1. 

Thí dụ : ‹ 

Công thức F =P ^Q đang ở dạng chuẩn giao. 
Nhưng F cũng được xem là ở dang chuẩn hội khi viết F = (P - Q)„! 
(trong trường hợp này số các thành phần hội là 1. ie n = 1¡. 
Công thức G = P xQ đang ở dạng chuẩn hội. 

Nhưng G cũng được xem là ở dạng chuẩn giao khi viết F = (P „ 
Q) (trong trường hợp này. số các thành pHẠ8 giao là †1, te n = †). 


Thủ tục biến đổi về dạng cháu 


Mọi công thức đều có thể biến đổi thành dạng chuẩn. 

Bước 1 : xoá các toán tử «>, —>. ` 
Bước 2 : dùng toán tử ¬ để biến đổi . thành 2 hay ¬^ thành v. 
Bước 3 : chuyển thành dạng chuẩn. 


Thí dụ 
Ghuyn thành dạng chuẩn hội công thức sau 
=(Pv¬Q) -›R. 
Ề =¬(Pv¬Q)vR 
=(¬PAQ)vR 


bó gởi thành dạng chuẩn giao. công thức sau 
=(Pa . 
=m(P^(Q—R))vS 
Ki ¬(PA^(¬QvR))vS 
` (¬P v¬(¬QvR))vS/ 


té 


= (¬P v (QA¬R))vS 
= (¬P v8) v (QA¬R)) 
=(¬PvSv Q) A (P v§ v¬R). 


Nhân xét : 
Một công thúc có thể có nhiều dạng chuẩn khác nhau. 


VẤN ĐỀ T+L/C 1 


Một công thức F được cấu tạo tư những phân tử cơ bản. Khi du 
F. có giá trí đ hoặc s thì F sẽ nhân đư2c môi giá trì cũng la đ hoặc s 
Do đó để quan sát tất cà những trương họp =5 thể có của môi công 
thúc thì lập một bằng gọi lá bằng thưc trị, 


Thí du : 
1. Tìm thực trí của công thúc 
F=(X>(Y..ZJ) - (—X.. -Yj¿ -Z. 


XS ⁄2) [Cx ¬Y; ]}.Z | 


W 
u 


† 
wh 
s 


h 


=1 


La 
e. 
, 


1 


2. Tim thực trí của công thúc — + 

F=((X+(Y .Z) X -Y) —Z7),(P .DR)- P. Q)} 
Đề tim thực trí của F cần phải lập một bằng có ít nhất 5 cột và 
có 2” dòng. Bảng nây khá lón nếu thực hiện trên mội tở giấy. 


Thawwi dùng bảng thực trị để tính giá trị của một công thức có thể 
dùng một thủ tục để tính giá trị của công thức tùy theo giá trị của 
những công thức thành phần. Trong các ứng dụng lập trinh thì thủ 
tục số học thuận tiện hơn là phương pháp lập bảng. 

Tuy nhiên phương pháp lập bảng cũng có một ưu điểm la cho thấy 
ngay kết quả của công thúc vói từng trưởng hợp. 

Sau đây là thủ tục số học. ˆ 


Thủtucsốhoc - 
1. Biểu diễn đ bằng 0, s bằng 1. 
2. Toán tử cộng (+) và nhân (.) trên 0,1 được định nghĩa : 


0+0 =0, 0+1 = 1+Ô = †, 
0.0 =0, 0.1 =1.0 =0, 
1+1=0, 1.1 =1 
4. Các toản tử ¬, ^, v. —, e> được chuyển theo qui tắc sau : 
¬P = †+P 
PAQ=P+oOxP 
PvQ=<PQ 
P->Q=(1+P)Q 
P<›+Q=P+Q 


4. Mỗi công thức nguyên có thể gán giá trị đ hoặc sai. 


Thí dụ : 

._1. Để chứng mình P v ¬P là hằng đúng tính 
P(1+P)=P.+P?=P +P = 2P =0, 

nên công thức là hằng đúng. 
2. Tính thực trị công thức (P vx (P +>Q)) >Q. 

= (+(P v(P >Q))Q 
=(1+P v ((1+P)Q))Q 
= (1+ P(1+P.)Q)Q 
=Q+P(1+P )Q2 


=Q+P(1+P)Q 
=Q+PQ +P?ˆa 
“=Q+PQ+PQ 
=Q+2Pa 
=Q. 
Do đó công thức có cùng thực trị với Q. _ 
Nhân xét : - 
Dễ dành chứng minh từ định nghĩa trên có được kết quả : 
2P =0, ắ ề 
P?=P. 
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+. | VẤN ĐỀ CHỨNG MINH 


Hệ qủa luân lý 


Công thức H được gọi là hệ quả tuận lý của các công thức 
Fì,..., Fa nêu công thức F; ~... ^ F- đúng với mọi diễn địch † thì 
H cũng đúng với I. 

F;¿..... Fa được gọi là /éø ởe của H. 

H được gọi là kế? iuăn hay hệ quả của F‹,.....F.. 


Ký hiệu : F\,..., F.|H. 


Thí dụ : 
†1. Q là hệ qủa luận lý của P z. (P — Q) vì lấy một diễn dịch I để 
PA (P —>Q) đúng thì Q cũng đúng. 
2. (Cv D) là hệ quả luận lý của (AB), A >C,B-+D. #Z Zheo se 


3. (D —> C) là hệ quả luận lý của A —› (B -› C), (¬D „ A), B. X44 / 
Nhân xét : 
†. Định nghĩa này không ràng buộc gì đối với H khi F. -...+F.. sai. 
Nếu H là hệ qủa luận lý của F¡, ... Fa và nếu F; ~... - Fạ sai thì 


H cũng sai, thì đó là trường hợp F¿ ^...^F, =H. 
2. Hệ qủa luận lý còn được ký hiệu là -. hay — hay +. 


Ky hiệu : 
Fị,....Fa ..H, hay 
Ft-^...A F,=H, hay 
Fi.....Fn 
H 


3#ŸMột công thức là hệ quả luận lý của một tập hợp các công thức 
chính là công thức được dẫn xuất (được sinh ra) từ tập hợp các 
công thúc. 

4. Định nghĩa trên chỉ đưa ra điều kiện để mội công thức được 
sỉnh từ một tập hợp công thức. Nó không chỉ ra cách nào để dẫn 
đến công thức được sinh ra. 


(2 
~-) 


hái niệm định lý 
Nếu H là hệ quả luận lý của Fq,..., Fa thì 


công thức ((F: ^.... A Fn) —= H) được gọi là một định iý. 
H được gọi là kết luận cùa định lý. 


NTK đế 


Tổng quát một cũng thức hằng đúng được gọi là định lý. 
Thí dụ : 


Trong thí dụ về hệ quả luận lý của thí dụ trên ta có 
1.(P ^ (P ¬>Q)) —.Q là định lý, 
2. ((AvB) ^ (A +=C) A^(B —> D))—(Cv D) là định lý. 
3. ((A >(B >€)) A (¬Dv A)^ B) —>(D — ©) là định lý. 


Đính lý 
H là hệ quả luận lý của F¿,.... F„ nếu và chỉ nếu 
((F+ ^...^ Fa) —> H) là hằng đúng, ie 
AEB nếu và chỉ nếu A —› B, 
Chúng minh : Hiển nhiê n. 


Thí dụ : 
Minh họa : 
1:(P ^(P¬>Q)) EQ thì E(P ^A (P —+ Q)) — Q và ngược lại. 
2. ((AvB)-^ (A >+ C) ^ (B -> Ð)) E (Cv D) thì 
((AvB) ^ (A —~ €) ^ (B — D))—>(Cv D) và ngược lại. 
3. (A + (B + C)) A CDv A) ^ B) E(D 2 O©) thì 
ƑƑE((A — (B — )) A (¬SDx A) A B) —(D —> C) và ngược lại. 


Nhận xét : 
1. Ký hiệu íff có nghĩa là nếu và chỉ nếu. 
2. Do định lý trên ta còn dùng ký hiệu |—A để chỉ công thức A là 
hằng đúng. 


Định lý 
Nếu EA và |=A — 3 thi EB. 
Chứng minh : Hiển nhiên. 


` 


Hệ luân 
H là hệ quả luận lý của Fụ,..., Fa HH (F¿ A...A Fa ^ ¬H) là hàng sai. 
Chúng minh : Hiển nhiên. 


Hệ luân 

Ất, ..., An PÈÁ TÍLA¿,.... Ana PBAa >A. 

Do đó EA;¡ — (A; —>(... (Aa>A)))...). 
Chứng minh : 

Truy chứng, 

từ (A¿ A A¿ —> A) là hằng đúng ta có 

(Ai ^ Aa ^A ¬A) là hằng sai. 

Do đó (A+ A ¬ (A; —> A)) hằng sai 

nên (A: —> (A¿ —> A)) hằng đúng. 

Vậy Ai EAa—>A. 


Điỉnh lý (Tính truyền) 
() Ai,..., An BA, Vi= 1,...,n, 
(i) Nếu (Ai,..., Aa EB,. Vị= 1,....p) và (B,.... B, PC) thì 
“Ái... An EC. 
Chứng minh : Hiển nhiên. 
Định lý - , 
Ái, ... AE B nếu A¡,.... A¿ và ¬B dẫn xuất ra một hệ quả luận lý 
là hằng sai. 
Chứng minh : Hiển nhiên. 


Định lý 
FE(G ->F) (qui tác rút gọn). 
(F —¬ (G > H)), (F  G)E (F —¬ H) (qui tắc Prage). 
(F — (G > H))E ((F — G) — (F —> H)) (qui tắc Frege), 
(¬F)}E (F -G) : (qui tắc Dung Scotus), 
(5ExsE)EE (qui tàc Ciavius), - 


Chứng minh : Hiển nhiên. 


Công thức đúng 
Tiền để hoặc luật suy diễn được gọi là đông thức đúng. 


Khái niệm chứng minh 
Một chứng mình cho công thức H là hệ quả luận lý của các công 
thức A¡, .... Aa là một chuỗi hữu hạn các công thức đúng E›..... E- 
mà công thức cuổi cùng Tà H. i Em = H, 
Mỗi công thức E, có được bằng cách áp dụng một trong các qui 
luật sau : 


Luật p : 

Luật p (tiền để) : Công thức E, là một tiên đề. 

Thị dụ : 

Chứng minh rằng A vB, A +©,B-+D|=C D. 

Do đó A:=AvB,As=A +C,Aa=B-+D,H=CvD. 
Do luật p ta có thể lấy Eiạ= A CC, 


tuật ! (hằng đúng) : Một E, có từ các E, trước đó (le ¡ > j) nhờ các 
luật suy diễn, ìe có các công thực P‹,.... P; trước E, trong chuỗi 


công thức sao cho 
EEPx^... ^P, —>E, với mỗi P có thể là E, nào đó hoặc do E; kết 
hợp vồi luật suy diễn. 


Thí dụ : 
Chứng minh rằng AvB,A +>C.B-+>DECvD 
* (E)A-sC ˆ luật p : 
(Es)AvB +>CvB_ Ea có từE; và luật suy diễn 
(Es)B +D luật p 


(E.)CvB-+CvD Ea có từ E; và luật sd 
(Ez)A+B-+CvD  Es có từ E; và Ea và luật sơ 
(Ea)AvB luậtp ` l 
(E;)CvD E; cỏ từ Es và Es và luật sd. 
vậy cHủốỗi A > C, A vB =CvB,B—=b,CvB>CvD,AvB< 
€GvD,AvB,C vD là một chứng minh C v D là hệ qủa luận lý 
của A v+B,A >C,B >D. 
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Luật ep (điều kiện) : Công thức B —> € là một E, nếu thiết lập được 

C là hệ quả luận lý của B và các tiên để A:, ..., Âu 

Thí dụ : 

1. Chứng minh A — (B — ©), ¬D vA, BED—>C 
(E)A->(B—+C), — luậtp 


(Fz) ¬DvA, luật p 

(Ea) B luật p 

(Ea) D giả thiết được thêm vào 
(Es) A .Eạ, Ea. 

(Ea)B >C E:,E:. 

(E;) GC Ea, Eạ. 

(Es)D >C luật cp, và Ea, E¿. 


Một số định lý của toán học ở dạng A:‹,...., AaE B-›C. 

Do đó ta chấp nhận B như là giả thiết được thêm vào các tiên để 

Áy,..... An và chứng minh C€ là hệ quả luận lý. 

2. Chúng minh lại thí dụ A vB,A —>C,B —DỊEC vD, thay €CvD 

bằng ¬C —> D nên công thức chuyển thành : 
AvB,A¬C,BD,¬CED 


(E;)AvB luật p 

(Ea)AoC _. luậtp ' 

(E:z)B-+D Ề luật p 

(Ea) ¬C -- luật p 

(Es) ¬A: (Ea), (Ea) 

(Ea) B (E›), (Ezs) 

(Es) D (Ea), (Ea) ề 

(E;) ¬C >D : (Ea), (E;), cp vì ¬C đúng và D đúng 
(Ea) C v.D. : : 


Chuỗi E\,..., Ea được gọi là một chứng minh. 


r7 0n vào co 3n sa... 


— —  hĂẶ 


Ap dụng 
Thí du : 


Nếu Trang mua áo lan thì cô ta ăn cắp tiền ở ngân hàng hoặc cô 
ta có ông chú giàu cỏ vừa chết. Trang không mua áo len hoàc 
không ăn cắp tiền ngân hàng. Vì vậy ông chú giàu có của cỏ ta 
không chêt. 

X : Trang đã mua ảo len. 

Y : Trang đã ăn cắp tiến ngân hàng. 

Z: Ông chủ giàu có đã chết. 
Ta biểu diễn mệnh đề trên thành : 

(X-+ (Y v22), (+X v ¬Y) .¬Z 

Đây là lý luận khả sai. 


ZYZ[Ksr.a lIExmlLz—— 
KE.RETNINBIEC TPiBSri li Tagbi iMirtTR.RWEBI 

NGÀ: 7E DEN DESING SHẠÿỚ 
—————+—k}>—— 


tiên để kết luận 
Ba trường hợp có đánh dấu v là có diễn dịch làm sai công thức. 
Do đỏ công thức là khả sai. 


Lhị dụ : 
Hôm nay là chúa nhật. Hôm nay không là chúa nhật. Vi vậy trăng 
được cấu tạo từ bông gòn. 
Giải : 
A_: Hôm nay là chúa nhật. 
B : Trăng được cấu tạo từ bông. 
Ta biểu diễn mệnh đề trên thành 
A, ¬Â .-.B. 
Mệnh để này là hằng đúng. Vì tiền để luôn luôn sai do không thể 
đồng thởi A và ¬A cùng đúng nên là sai. 


Nhân xét : 

* Lý luận trên có tiên để mâu thuẫn. 

* Người ta cũng cảm thấy kỳ lạ khi nói rằng "một điểu mâu thuẫn 
dẫn tới cái gì đó”. 

ˆ Vấn đề chuyển một câu của ngôn ngữ tự nhiên thành các công 
thức là không đơn giản. Nhưng chúng ta chỉ giản lược vào những 
hình thức đơn giản, bằng cách nhận dạng ra các thuật ngữ thông 
thường diễn tả các toán tỬ ¬, ^, vx, —>, c>. Đó là không. và, hay, 
nếu (hoặc trừ phi), tương đương. 


Thí du : . 
Nếu giá cả tăng cao thì lương cao;. Giá cả tăng cao hoặc có sư 
điều khiển giá cả;. Hơn nữa, nếu có sự điều khiển giá cả thì 
không có lạm phát;. Có lam phát; vÌ vây lương caos. 


Nếu chấp nhận 4 mệnh đề đầu (tiên để) thì phải chấp nhận mệnh 
để thứ 5 (kết luận). 
Ta biểu diễn như sau : 

P: giả cả cao $ 

W : lưong cao 

C : có sự điều khiển giá 


1: có lạm phát 
Do đó. P—›W là đúng (1) 
P vẻ+Clà đúng (2) 


C— ¬I là đúng (3) 


20 


Chấp Ù hà n l thì có W. 
Do | đúng _— ¬l sai do (3) cho l® Í ho P đúng Do 
' Sai. D 
: ai 0 (2) c , ( ) 
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LUẬN LÝ VỊ TỪ 
Luận lý.vị từ là một lý thuyết suy diễn dựa trên cấu trúc được xây 
dựng từ các yếu tổ là vị từ, liên từ, lượng từ. 
Luận lý vị tử là một mở rộng của luận lý mệnh để. Trong luận lý vị 
từ sự lượng hoá chỉ cỏ trên biến. Vì vậy nó có tên là luận lý vị tử 
giơi hạn hay cấp 1. 


CẤU TRÚC 


Sư yếu kém của luận lý mệnh đề 
3 Mệnh đề thứ ba của tam đoạt luận không thể được suy luận là 
hệ quả luận lý của mệnh để thứ nhất và thứ hai trong phạm trù 
luận lý mệnh đề. 
Thí dụ: 
P_= Mọi người đều phải chết. 
Q = Socrates là người. 
R = Socrates phải chết. 
Ta không thể có mệnh để P và Q sinh ra R. 
*$ Câu bị mất chỉ tiết khi biểu diễn thành mệnh đề trong luận lý 
"mệnh đề. 
Thí dụ : 
“hôm qua trời nắng” và "trời nẵng” đều được ghi là mệnh đề P.. 
€ Luận lý mệnh để không chấp nhận giao vô hạn các mệnh đề. 
Thí du : 
Một pnöng đoán của Goidbach là mệnh để 
P =“ Mọi số nguyên chẵn > 4 là tổng của hai số nguyên tố". 
Mệnh để này có thể được phân rã thành vô hạn các mệnh đề : 
P(4)^P(6)^P(8) ^ 3e 
P(n)= "Mọi số nguyên chấn n >4 là tổng của hai số nguyên- tố". 
Do đó P= A_ Pín). 
N 
Nhưng luận lý mệnh đề không chấp nhận dạng giao vô hạn 
cũng như dạng hội vô hạn. 
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Bảng ký tự 
tràng ký tự là một tập hợp hữu hạn các ký tự được chọn trước. 


Thị dụ : 

¡a,b.c.đ), 

tØ. +, >. 1). 6, Oj), 

(0.1). 
¡a.b.c.d,e.f,g,h,¡,J.k,l.m,n,o.p,q,r.s,t,u,V.W,X.V,Z1, 
t‹{.J3,⁄.3.0,6.7.n.v.@,K.7,v,x.0), là các bảng ký tư. 


Ký hiệu 
ký hiệu là một chuỗi hữu hạn ký tự của bảng ký tự để biểu diễn 
cho các khái niệm trong luận lý vị tử. 


Thí dụ : 
Với bảng ký tự là (a,b,c,d) thì aaa, abc, ad, d là ký hiệu. 


Ghi chú : 
Ta không phân biệt giữa chữ ín và chữ thường trong các ký hiệ u, 
Nếu cỏ sự phân biệt thì tuỳ thuộc vào sự qui định của từng ngôn 
ngữ. 


Miền đổi tương 
wiềm đỏ: tượng là một tập hợp đối tượng của vấn để sẽ áp dụng 
luận lý vị từ để khảo sát. 


Thí dụ : 
số thực R, số nguyên N, tập hợp các màu, tập hợp /0.1).... 


Nhân xét : 
Về mặt lý thuyết khi khảo sát luận lý vị từ chỉ cần xét một miền 
đối tượng. Trong thực tế có thể có nhiều miền đối tượng cũng 
hiện điện trong một không gian áp dụng. 
Điểu qui ước này vẫn không làm mất đi tính chất tổng quát của 
nghiên cứu lý thuyết. 


⁄ 


Ký hiệu hằng 
ký hfiều bằng (đơn giản gọi là hằng) là ký hiệu để biểu diễn cho 
một đổi Tuông duy nhất trong miền đối tượng. được chỉ định trước. 


Thí dụ_ _ 
“ 1 
bì, RuhdisŒ minh, tâm, a, b, c, d,... SN E 


E> thờn biến 


Thí dụ : 
Người, Sinh viên. Cha, x, y,z,U,V,W,... 


Ghi chú : 
Các biến trong luận lý vị từ là độc lập với nhau, ie chúng không 
phụ thuộc hàm với nhau. 


Thí dụ: 
x, y, z là biến thi không thể có x = f(y.z), hay y = g(x,2),... 


Lượng từ 
Lượng tử phỗ dịing r và lượng từ biện liều 3 là ký hiệu được dùng 
với ký hiệu biến, để chỉ điểu kiện rằng buộc trên biến. 
Cho ký hiệu biển x, 
tổ hợp (vx) có nghĩa là “với mọi đối tượng trong miền đối 
tượng của ký hiệu biến". 
và (3x) có nghĩa là “có HH đối tượng trong miền đối 
tượng của ký hiệu biến". 
Hàm 
Hàm là một ký hiệu, nó là một ánh xạ có miền trị và miền ảnh là 
tập hợp có phần tử được biểu diễn bằng ký hiệu. 


Miền trị là một miển đối tượng hoặc tích hữu hạn các miền đối 
tượng. 
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Thí dụ 
nhân, 
cộng, 
ưscln, 
tinhtiến. 


Vị từ 
Vị từ là hảm mà miền ảnh là tập hợp chẩn trị. 


Tập chân trị là (đ,sì, cũng là tập hợp ký hiệu. ” . (x 46cu0\ tháng 


Ø§ w⁄ +. 
Nhân xét : 

Luận lý mệnh để không diễn tả được giao, hội vô hạn. Điều này 
được giải quyết trong luận lý vị từ bằng miền gia trị và vị từ. Thông 
số vị từ lấy giá trị trền một miển đối tượng vô hạn. Điều này cho 
phép diễn tả được vô hạn mệnh đề của luận lý mệnh đề. 
Do đó mệnh đề phỏng đoán của Goldbach được biểu diễn bằng vị 
từ P(n) với n chạy trên miền số nguyên. 


Biểu thức hàm 
Biểu thức hàm là ký hiệu để biểu diễn phần tử ảnh của hàm trong, 
miền ảnh. 


Thí dụ 
hàm cộng có cộng(a,b,c). cệng(cộng(c,đ),e) là các bi§u thúc hàm, 
hàm nhân cỏ nhân(x,y), nhân(cộng(m,n),p) là các biếu thức hàm, 
hàm ưscin có ưscln(x,y) là biểu thức hàm, 
hàm finhiiến có tịnhtiến(x) là biểu thức hàm. 


Nhân xét : 
Vị từ là hàm nên mặc nhiên cỏ khái niệm tiiếu thức vị tỪ. 
Hiển nhiên mọi tính chất của hàm đều áp dụng cho vị từ. 


vị từ Bi) có p(x,y), p(X,f{x)) là các biểu thức vị từ. 
ẹ b vì #eu £ ,hawt ? 
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Nguyện từ 
* Nguyễn từ được định nghĩa đệ qui như sau : 
(). Ký hiệu hằng là nguyên từ. 
(li). Ký hiệu biến là nguyễn từ. 
(ii). Nếu f là hàm n thông số và tị,..., tạ là n nguyên từ thì 
f(t:,.... ta) là nguyên từ. 


Lhí dụ : 
Hằng a, b, pi là nguyên từ, 
biến x, y, z là nguyên từ. 
hàm f(x,y,2), g(a,x,pi,z), h(a,f(x,b,y)) là nguyên tử. 


Nhân xét : 


Định nghĩa jê qui này có hai điểm bắt đầu. 
g3 ÝWw(c© Y0 bao hzea “e2 %4tcqJ2£2 7À 
Công thức nguyên 
Nếu p là vị fử n thông số và tị,..., tạ là n nguyên từ thì p(t..... tì) 
là càng thức nguyên. : 


Thí du: 
Hằng a, b, pi, 
biển x, V. Z, 
hàm f(_,_._). g(_..._._.), h(_f(_._...)), 


vị từ p(_._—), vn cát 
p(x,y), p(f(xy,Z),x). q(a.g(pi,y,x,2z),h(b,f(x,z.y))) là các công thức 
nguyên. 


Các toán tử trong luân lý vị từ 
Các toán tử trên công thức nguyên còn được gọi là liên tử : 
c==—_ 


*e Toán tử: ¬ phủ định (cấp 1) 
+ Toán tử: ^ giao (cấp 2) 
+ Toán tử: v hội (cấp 2) 
* Toán tử: —> SUY ra (cấp 2) 
« Toán tỬ: <<» tương đương (cấp 2) 


Ý nghĩazvà sử dụng tương tự như trong luận lý mệnh đề. 


Do các toán tử là cấp 2 nền hội. giao chỉ là hữu hạn 


Lưỡng nguyên 


Luống nguyên là một công thúc nguyên hoặc phù định của một 
công thức nguyên. 


Thí dụ : 


Các vị tử p(_._.). q(_) có các lưỡng nguyên p(x,y). .g(x). 


Mệnh đề 
¿nh đe là hói các lưỡng nguyên. 
Mệnh để đZn vỉ là mệnh để có một lưỡng nguyên. 
Mệnh đề /rözợ là mệnh để không có lưỡng nguyên nảo. Ký hiệu 


Thí dụ : 

Các mệnh đề đơn vị : p(x.y). ¬q(x). 

Các mệnh để : p(x.y)+x ¬q(x) „ r(x,y,U. ¬p(a.x) - r(x).y.Đ. 
p(xy).. ¬V(x) ;r(x.y,t) v —q(x).. s(xy.Đ. 


Công thức hoàn hảo 
« Công thức nguyên là êm: thực hoàa Hào, 
« Nếu F, G là công thức hoan hảo thì (¬+F), (F:G). (F G). (F 5G), 
(Fe5G) là các công thức hoàn hảo 
® Nếu F là công thức hoàn hảo và x là biến thì (zx F). (3x F) là 
các công thức hoàn hào. 
Công thúc hoàn hảo vẫn được gọi đơn giản là :ðrs; thúc. 


Thí du: 

= (p(x.y)~> ¬q(X)). 

= (p(x.y}. ¬q(x) - (30i(x.y.Đ) ~> (7x)(p(a.x) + rf(x).y.Ð). 
H=(~x)p(x.y) + (xy)(z0(¬v(x) v r(x.y.)) - 32)(¬q&) s(zy.U) a 
là các công thức hoàn hảo. n ——t " —....“ dư 


“—xun: Šw ở 


Nhân xét : 
1. Trong 3 điểm định nghĩa của công thức hoàn hảo trật tự của 2 
điểm sau có thể hoán vị lẫn nhau. 
2. Định nghĩa này bao hàm việc áp dụng các toán tử và lượng từ 
một số hữu hạn lần. 
3. Dễ dàng nhận dạng trong các công thức sau cái gì là vị từ, cái 
M5 là hàm : 
= (f(x,y)—> ¬q(x)), có 2 vị từ là {và q. 
= (fx,y)v ¬g(%) v (3Đr(p(x),y,Ð) —> (Vx)(¬h(a,x) ^ r(q(x),y,)) có 
Xã vị từ là f, g, r, h và các hàm là p, q. 
Do đó không cần thiết phải qui ước các ký tự p, q, r,... cho tên vị 
từ và Í, g, h,... cho tên hàm. 


Phạm vi của lượng từ 
Phan vi của biến x với lượng từ v trong công thức 
(vxF) là F. 
Phạm vi của biến x với lượng từ 3 trong công thức 
(3x F) là F. 
Phạm vi ảnh hưởng của lượng từ là tất c cả công thức có trong dấu 
ngoặc chứa lượng từ. 


Thí dụ : 

Trong công thức (vx(3y (p(%, y)- _> q(x)))) phạm vi ảnh hưởng của V 

là p(x,y), q(x), phạm vi ảnh hưởng của 3 là p(x,y), q(%)). 

Trong công thức Vx p(x,y) ^ q(x) —> t(x) phạm vi ảnh hưởng của v 

là p(x,y), q(%), f(x). 

Trong công thức (vx p(x,y)) ^ q() —> t(x) phạm vi ảnh hưởng của 
v là p,y). 


Nhân xét: 

- Vấn để xác định phạm vi tùy thuộc vào qui định của ngôn ngữ. 
Trong công thức vxp(x,y) -> q(x) lượng từ V có phạm vi là p(x.y) 
hay (p(x.y) — q()). 

Điều này tuỷ thuộc vào qui ước. 
Tuy nhiên đối với người sử dụng thì tốt nhất vẫn là xác định phạm 
vi bằng cách mở ngoặc, đóng ngoặc. 
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tự 


M 


Trong công thức trên Sun lượng từ V có phạm vi là p(x,y) thì viết 
công thức là : 


(vxp(x.y)) — q(x) 
Còn muốn có phạm vi là (p(x,y) => q(x)) thì viết công thức là : 
vx(p(x.y) bá À 2 


Một biến x hiện diện tròng một 20L ix thức F thì ký hiệu x trong F 
được lãm một hiện bu của biến.x..:‹. ~ 


Thí Äj-: 
(Vx p(x.y)) ^ q(Xy) sổ 3 hiện hữu của x rong 5b thức trên. 


iên hữu tự d =Hi hữu ràn b - 

Một biến có hiện hữu ngay sau trên từ: thì nó được gọi là ràng 
buộc, và mọi xuất hiện của nó:sau đó “tong phạm vi của lượng từ 
đều được gọi là rằng buộc: .. vờ ý 

Ngược lại, nếu biến không ràng biểei thì được gọi là tự do. 

Biến có mọi hiện hữu tự dọ gọidà biền tự do. 

Biến có mọi mụn tá 266125MiÁg 00 Xu 2 su) 


>  .-.. 


`. Thí dụ : R 
'Trong công thức (vx. plxyÐ ^ s(Xy) biến x có 2 hiện hữu đầu là 


ràng buộc nhưng tự do với hiện. hữu thứ. ba. Hai hiện hữu của biến 
y là tự dọ. Công thức không có độc 0- ràng buộc và cũng không 


có biến nào tự do. ` 2. CC 1 ` Z/ z(œ. 
Công thức đóng ` ẹ XP 0 ô g 

Công thức sẻ) là cổng thức c không chứa bất kỳ hiện hữu tự do. 

( tứs luai Mỗi ket bị Sang luậy) 

Thỉ dụ : 


(Yxvy p(x.y) ^ q(x,y)) là công thức đớng nhưng 
(Vx p(x,y)) ^ q(x,y) không ,phải là công thúc đóng vì có một hiện 
hữu của X tự m: và biến y tự do, 


c4 K2) Tí / kẻ: “4e. _ cÑc {án Vu, 


_. "`"... ^.. 


le C4 hấu 
^~z⁄4% ta~ 21 


Trong trường hợp luận lý mệnh để dù thế giới thực áp dụng là bao 
nhiêu nhưng vẫn chỉ có một số hữu hạn các diễn dịch. Nhưng đối 
với luận lý vị từ thì mỗi thế giới thực áp dụng cho công thức là vô 
hạn không đếm được. Do miến đối tượng cho các vị từ là tùy ý. 


lên d ú ng thứ 
Một diễn dịch I của một công thức F là : 
1. Chọn một miền đối tượng D, 
2. Mỗi hằng gán một phần tử của D. = 
¡hÌ @* _„» 3. Mỗi hàm n thông số gần một ánh xạ từ D"-›D. ¿vøt Am 
a (x.... ___ + MỗIvị tử m thông số gán một ánh xạ tử D” vào 
LẦN -: (6). T( bXbS— Ì #4 ziáelle 
dời 1 được gọi là một diễn dịch của F trên D. PING giuờy o0 


CÂW Cư oAV Wế@” SN, c» ác xv # E213 
2t: 4E /2(aben ð( UV? “#⁄ 


Thị dụ : 
Lấy công thức (x)(p(x) — q(f(x),a)), thành phần công thức gồm : _ „ 
một hãng a, s€ Fald. sị, LLMĐ 130w độ 


một hàm f một thông số f(__), 
một vị từ p một thông số p(_), 
một vị tử q hai thông số q(_,_). 
1) 
Chọn miền D = (1,2, 3) 
chọn a = 3, 
định nghĩa hàm và vị từ : 
: 4< f(1) = 2, (2) = 3, f(3) = 1, 
p(1) = đ, p(2) = đ, p(3) = s, 
q(1.1) = đ. g(1,2) = đ, q(1,3) = s, q(2.1) = s, q(2,2) = s, 
q(2,3) = s, q(3,1) = s, q(3,2) = đ, q(3,3) = s, 
(2°) 
Việc chọn miền D và gán các giá trị cho hằng, hàm, vị từ được _. 
gọi là điễn dịch Ì của công thức. : 
Nếu chọn x = †1 thì công thức trở thành 
P(1) > Q(f(1).3) và có giá trị đ—» s là s. 
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Nếu chọn x = 2 thì công thức trở thành 
P(@) + Q((2).3) và có giá trị đ—> s là s. 
Nếu chọn x = 3 thì công thức trở thành 
P(3) -+ Q(/(3).3) và có giá trị s—> s là đ. 
Từ đoạn (*1*) đến (*2*) gọi là một diễn dịch của công thức. 


Nhân xét: 


1. Trong định nghĩa trên của diễn dịch, về mặt thực tế có thể có 
nhiều miền đối tượng phải xác định. Nhưng về lý thuyết có thể 
chọn chỉ một miền đối tượng D. 
2. Miền D thường được chọn là hữu hạn trong các thí dụ sau này. 
3. Trong các định nghĩa sau điều kiện “với mọi diễn dịch" đã hàm 
chúa diế u kiện “với mọi miền đối tượng”. 
4. Số diễn dịch của một công thức trong luận lý mệnh để là vô 
hạn không đếm được. ' 
5. Việc xác định hàm và vị từ không tùy thuộc vào biểu thức hàm 
và biểu thức vị từ trong công thức. Phải xác định hàm và vị từ như 
là một ánh xạ, ie phải xác định đầy đủ ảnh của tất cả phần tử 
trong miền đối tượng. : 
Thí dụ. 
Dệt: cổng thức (vx)(p(b,x) + qứ(x,a ), sau khi chọn miền 

= (1,2, 3) và chọ hằng a=1, hằng b=2 thì phải xác định hàm 
tL] vị tử p(_,_), q(_)- 
Các hàm và vị từ phải xác định tất cả trường hợp cho 1,2,3. 
Không chỉ xác định p(2,†), p(2,2), p(2,3) mà phải xác định cả 
p(1,2), p(1.2), p(1,3), tương tự với f(_,_) và q(_). 


Đánh gia một công thức trên một diễn dịch 
Cộng thức F = (Vx)H[x] được đánh giá là đúng trên diễn dịch ! nếu 
H[œ] được đánh giá là đúng trên ¡ với mọi giá trị œ của x trên miền 
D (của diễn dịch I). 
Ngược lại nếu có một giá trị œ trên D sao cho H[¿] có giá trị sai thì 
F được đánh giá là sai. 
Cộng thức F = (3x)R[x] được đánh giá là đúng trên diễn dịch I nếu 
có một giá trị œ của x trên miền D (của diễn dịch l) sao cho H[ø] 
được đánh giá là đúng trên I. 


Ngược lại nếu mọi giá trị œ trên D sao cho Hƒœ] có giá trị sai thì F 
được đánh giá là sai. 


Thí dụ : 
1. Lấy công thức F = (vx)(p(x) + q(f(x).a)), 
Lấy miến D = (1,2, 3} 
a=3, 
f1) = 2, f2) = 3, f(3) = 1, 
p(1) = s, p(2) = đ, p(3) = 
q(1,1) = đ, q(1,2) = s, q(1,3) = đ, 
q(2,1) = đ, q(2,2) = đ, q(2,3) = s. 
q(3.1) = đ, q(3,2) = đ, q(3,3) = ở 
Với x = 1 thì công thức trở thành pữ) — q((1),3) và có giá trị s— 
s là đ. 
Với x = 2 thì công thức trở thành p{(2) + q((2),3) và cỏ giá trí d—> 
đ là đ. 
Với x = 3 thì công thức trở thành p(3) —> q((3),3) và có giá trị s= 
điàđ. 
Công thức được đánh giá đúng trên diễn dịch này. 
2. Lẫy công thức F = (Vx)p(x) > (3y)q(f(y).a). : 
Lấy miền D = {1,2, 3) 
a=8, 
f(1) = 2, f2) = 3, be D 
p(T) = s, p(2) = đ, p(3) = 
q(1,1) = đ, q(1,2) = s, g0.) = 
q(2,1) = đ, q(2,2) = đ, q(2,3) = s, 
q(3.1) = đq(3,2) = đ, q(3,3) = đ 
(vx)p(x) được đánh giả saÌ vì có x = † để p(1) có giá trị s. 
(3y)q(f(y).a) được đánh giá là đ vì có y = 3 để q(f(3),3) có giá trị đ. 
._ Do đó F = s > đ được đánh giá đúng trên diễn dịch này. 


Mô hình 
Định nghĩa tương tự như trong luận lý mệnh đề. 
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Thị du : 
Lấy công thúc (vx)(p(x) -> qữ(x).a)), 
Lấy miễn D = (1, 2, 3) 
az3, 
((1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1, 
p(1) = s, p(2) = đ, p(3) = s. 
q(1,1) = đ, q(1,2) = đ, q(1,3) = đ, 
q(2.1) = đ, q(2,2) = đ. q(2,3) = s, 
q(3,1) = đ, q(3,2) = đ. q(3,3) = đ 
Nếu chọn x = † thì công thức trở thành 
p(1) —> q(1),3) và có giá trị s—> s là đ. 
Nếu chọn x z 2 thì công thức trở thành 
p(2) > q(2),3) và có giá trị đ— đ là đ. 
Nếu chọn x = 3 thì công thức trở thành 
p(3) ¬ q((3),3) và có giá trị s—> đ là đ. 
Diễn dịch trên là một mô hình của công thức 
(vx)(p(x) > q((x).a)). 
Vì công thức có giá trị đúng với diễn dịch này. 


Công thức hằng đúng-hằng sai-khả đúng-khả sai 
Định nghĩa tương tự như trong luận lý mệnh đề. 
Công thức Vx F{x] có giá trị đúng nếu mọi giá trị trong miền đối 
tượng gán cho x thì F[x] đểu đúng. : 
Công thức vx F[x] có giá trị sai nếu có một giá trị trong miền đối 
tượng gán cho x thì F[x] sai. Công thức 3x F{x) có giá trị đúng nếu 
có một giá trị trong miền đối tượng gán cho x thì F[x] đúng. 
Công thức 3x F[x] có giá trị sai nếu mọi giá trị trong miền đối 
tượng gán cho x thì F[x] đều sai. 


Ký hiệu F{x] để chỉ công thức có chứa biến x. Công thức F có thể 
có các biến khác. nhưng ta chỉ quan tâm tới biến x. 


Thí dụ : 

(vx)P(x) -> P(y) là hằng đúng, 

„ (3x)P(x) ^ ¬P(y) là hằng sai, 

(vx)(P() —> Q(f(x),a)) là khả đúng và khả sai. 
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Tương đương Ế 
Định nghĩa tương tự nhữ xào tận | tỷ mệnh đề. 


v. 


Thí duụ_: 


(vxp(&)) A(Vxq0@)) ˆ_ =(Vx) (p@x)^ q69). 

(vx p09) v qy)” ”z (Yz) (px) v q(y)). 

(3x p(x)) v q(y) „_= 3x) (p(x) vq(y)) 

(vx p(x)) ^ q0} ˆ =(Vxz){p(x) ^ q0) 

(3x p(x)) ^q0) = (3x) (px) ^ q(y)ì 
(vxp(x)v(3zq2) ` = (vx)(32)-(p(x) v q(2)) 
(3x p()) v (vz q(2)) -= (3x)(Vz) (p(x) v q(2)) 
(vx p(x)) ^ (VZ q(2)) ' = (Vx)(vz) (p(x).^ q(z)} 

(3x p(x)) ^ (3z q(2)) = x)(3z) (p(x) ^ q(2)) ˆ 


Ngoài các luật sư 
suy diễn dưới đây. Cơ bản là các luật có liên quan tết 22 từ. 


tấuy hố “ piex^ t£ , 
Luật suy diễn * 

+. (xFD)vP ziếy rô Dị Ji r4) 
2. (QxFlx)^P .= (Q»#) (FỊ xé 4x~ 

4. ¬((vx) FIxJ -_ = @) (¬F ì 

4. n đu : p =(w) Lrrô _. 

6. (VxFIx]) A (Vx HỈx )ˆ = (v*) (F[x] ^ HIx]) 

6. (xFix]) v (3x H[x]) _ = CĐ) (Fix] v Hịx}) 

7. (Q¡x Fix] v (Q;z H[z}) = (Q:x)(Qa z) (FIx] v H(z]) 

8, (Q:xF[x]) A (Qạz HE) = = (Q: x)(Q¿ z) (F[x] ^ HỊ2)): 

9. (3xJ3y)KXYT ˆ =y\GxjKxy' ˆ 
10. (vx)(Wy)K[xvy]. - : =(Wy)(vx)K[xyì 
11. ,|eGx)(wy)Klxy] > 'W)Gx)Kpx v] 

12. |E(vx)Fblv (vxJHp4 — (Yx)(Ffx] v Ñx) "s 


13. 


y diễn của luận lý mệnh để còn có thêm các luật 


= Gx)(Efx] ^ H[x]) ¬.(3x)Flx] ^ (x)H[x] 


với Q, Q, Q; e (V,3), x, y là hai biến phân biệt, F|x], H[x] là 

cá 
công thức có chứa x, K[x,y] là công thức có chứa xy, P là tông 
thức không chứa hiện hữu tự do của x: - : hề 


Chúng minh ; Du ca 


Các công thức trên được chứng rhinh dễ dàng. 
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Nhận xót : 
1. (Vx)(3y)(x = y) là đúng, vì với mọi x thì có một y để x = y, nhưng 
(3y)(Yx)(x = y) là sai, vì không có y để mọi x bằng y. 
2. Đối ngẫu của công thứe 5, 6 không còn đúng 
(vx F[x]) v (vx H[x]) z (vx) (F[x]) v H[x]) 
(3x F[x]) ^ (3x H[x]) z (3x) (F[x] ^ H[x]). 
3. Công thức 7, 8 với F[x] không có biến z và HỊz] không có biến 
x. 
+4. ((Vx)F[x] HH > (Yx)(Flx] - H). 


Su 9<§ b2 

(+ q) W '1u } 606 vz@) 
(3z © 46)=Ÿ 
P€ =ấ 4@xz €“ 


VẤN ĐỀ THAY THẾỂ_. 


Một vấn để không quan trọng về mặt lý thuyết nhưng lại rất quan 
trọng trong thực hành là chuyển về dạng chuẩn. Để chuyển được 
về dạng chuẩn cần khảo sát các khái niệm công thức tự do, thay 
thế, cục bô. 


Công thức tư do đối với một biến ( › 
Một công thức F[x] là tư do đối với biến y nếu không có hiện hữu 
tự do của biến x trong F[x] thuộc phạm vi của lượng từ vy hay 3y. 


Thí dụ : 

Công thức F[ix] = p(x.y) ^ (Vy)q(y) là tự dọ đối với y. 

Nhưng, công thức G[x] = p(x,y) ^ (vy)(q(y) — p(x,y)) là không tự 
do đối với y, vì có biến x thuộc phạm vi của lượng từ (vy). 


Thay thế 
-_1. Trong công thức F nếu tất cả hiện hữu của biến x trong F được 


thay bằng biến y không có trong F thì công thức kết qủa vẫn còn 
tương đương với F.. 
Thí dụ : 
Trong F = (Vx)(p(x) — q(x)) thay x bằng y thì 
- kết quả vẫn còn tương đương F = (Vy)(p(y) — q(y)). 
2. Các hiện hữu của một biến có cùng phạm vi khi lấy giá trị thì 
đồng thời lấy chung cùng một giá trị. Các hiện hữu tự do cùng 
⁄) tên phải lấy cùng giá trị. 
l Thí dụ : 
Trong công thức (VX¿› p(X¿),Y, Xay)) A Q(Xay, Xy,y) các biến có 
miền đối tượng là số nguyên. Biến x có 5 hiện hữu, nhưng hiện 
hữu (1),(2) và (3) cùng phạm vì và là ràng buộc, còn hiện hữu 
(4) và (5) là tự do. 
p(5, 10, 5) A q(3, 3, 10) là thay thế đúng, 
p(8, 10, 6) ^ q(3, 3, 10) là thay thế sai, 
p(5, 10, 5) ^ q(3, 4, 10) là thay thế sai, 


\ b 
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p(5, 10, 5) A q(3, 3, 6) là thay thế sai. 
3. Thay thế tất cả hiện hữu của biến x bằng biến y trong công 
thức F thì F vẫn không bị mất ý nghĩa nếu F là tự do đối với y và 
y không có hiện hữu tự do trong công thức. 
Thí dụ : ° V$C 
a. Công thức F = Fjx] = p(x,z) A (Vy)q(y) là tự do đối với y, 
nên ta có thể thay thế x bằng y. F vẫn không thay đổi ý nghĩa, 
F = F[y] = p(y,z) ^ (vy)q(y). 

b. Công thức F = F[x] = p(x,y) ^ (vy)q(y) là tự do đối với y, 
nhưng F có hiện hữu tự ðo của y trong F. Do đó nếu thay thế x 
bằng y thì Fly] = (p(y,y) ^ (Wy)q(y)) và Fly] không có cùng ý 
nghĩa với F[x], vì p(y,y) có hai thông số y phải đồng bộ lấy cùng 
giá trị, khác với công thức của thí dụ a là p(y,z) không cần phải 
có giá trị hai biến đồng bộ. 

4. Phạm vi cục bộ che phạm vi toàn bộ. 

Thí dụ 
a. Trong công thức F = (Vx)(p(x) —> (3x)q(x)) phạm ví của lượng 
từ phổ dụng (Vx) là toàn bộxcông thức (p(x) -> (3x)q(x)), nhưng 
lượng từ (Vx) chỉ có ảnh hưởng trên p(x), còn q() thì chỉ chịu 
ảnh hưởng trong phạm ví của lượng từ cục bộ (3x). 
Do đó công thức vẫn còn tương đương khi thay tên biến x trong 
phạm vi cục bộ bằng một tên biến khác không có trong công 
thức. Đó là (vx)(p(x) -> (3y)q(y)). 
b. Lấy F = (vx)(3x)p(x) thì 

= (Vx)(3y)p(y) = (3y)p(y)(vx)” = (3y)p(). 
c. Lấy G = (3x)(Vx)p(x) thì 

= (3x)(Vy)p(y) = (Vx)p(x) (3x)ˆ- = (vy)p(). 


Đang chuẩn Prenex . 
Một công thức F được nói là ở dạng chuẩn: Prenex nếu F có dạng 
(Q¡x¿)... (Qa xa) (M) 
với mọi ¡, Q¡ e {V,3} và x¡ # xị với mọi ï z j và M là công thức không 
chứa lượng tử. 
Các (Q; x) được gọi là tiếp đầu ngữ của F và M được gọi là ma 
trận của F. 


Thí dụ : 

Công thức F = (vx)(p(x) —> (3y)q(y)) không ở dạng chuẩn Prenex. 
Công thức G = (vx)(3y)(p(x) — q(y)) ở dạng chuẩn Prenex. 

Công thức H = (Vx)(3y)(¬p(x)v q(y)) ở dạng chuẩn Prenex. 

Công thức K = ((Vx)p(x) > (3y)q(y)) không ở: dạng chuẩn 
Prenex. 

Công thức L = (3x)(3y)(¬p(x) v q(y)) ở dạng chuẩn Prenex. 

Công thức M = ¬p(x) v q(y) ở dạng chuẩn Prenex. 

Công thức N = ¬p(x) -> (3y)q(y) không ở dạng chuẩn Prenex. 


Áp dụng các chuyển đổi công thức có lượng từ : (@& 


Dùng các công thức chuyển đổi để đưa về dạng chuẩn prenex. 
Bước 1 : Dùng các luật 


F +G = (F >G@) A (G >F) Tu : ~* _ _ 
_EOSGE-TFVG TS” „vàn ZÊW cờ đổ đe 4 
Bước 2 : Dùng các luật „ 


¬(f vG) = ¬F A ¬G 
¬(F A G) = ¬F v¬Q@ 
¬(VXx F) = 3x ¬F 
¬(3x F) = Vx ¬F : T 
Bước 3 : Thay đổi tên biến ràng buộc nếu cần. €7 
Thí dụ : 
(vx F[x]) ^ (vx H[x]) có thể thay đổi biến x thành y nên công 
thức trở thành (vx F[x]) A (vy H[y]) trước khi biến đổi. 
Thay đổi tên biến tự do nếu nó trùng tên với biến có lượng từ. 
Thí dụ _: ï 
(vx F[x,y]) -> (3z F[x,z]), có biến x trong F[x,z]) là tự do. Do đó: 
thay x bằng t trước khi biến đổi (vx F[x.y]) — (3z F[t,z]). 
Bước 4 : Dùng các luật chuyển đổi công thức có lượng từ. 
Thí dụ : 
(vx)(p(x) — (3y) q(x,y)) biến đổi thành 
(vx)(¬p(x) v (3y) q(x.y)) biến đổi thành 
(Vx)( 3y)(¬p(x) v q(xy)). Đây là công thức ở dạng chuẩn 
Prenex. l 
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VẤN ĐỀ CHỨNG MINH 


Chứng minh là dẫn ra các lý luận đúng (công thức đúng) từ giả 
thiết. Kết hợp giả thiết với các luật suy diễn để sản sinh ra những lý 
luận đúng khác. 

Cuối cùng của chuỗi các lý luận này là phát biểu (công thức) cần 
phải chứng minh. 

Một định nghĩa hình thức cho việc chứng minh trong toán học sẽ rất 
cần thiết. Định nghĩa hình thức này cũng sẽ hữu ích cho lãnh vực 
chứng minh tự động. Mặc dù định lý nhất quán và hoàn bị Godel đã 
phát biểu. Nhưng với một phạm vi hẹp thì việc chứng minh tự động 
vẫn có thể đề cập đến. Vì vậy đưa ra khái niệm chứng minh là cần 
thiết. 


Hệ qủa luân lý 
Định nghĩa tương tự như trong luận lý mệnh đề. 


Thí dụ: 
Chứng minh rằng E (vx)p(x) -> P(y), ie p(y) là hệ qủa luận lý 
của (vx)p(x). 
VỀ Công thức có giá trị sai nếu p(y) sai, 
nên (Vx)p(x) sai, 
“.... đo đó (Vx)p(x) — p(y) luôn luôn đúng. 
Định lý : 
F[x] là công thức tự do đối với y, thì 
, () E((vx)FIx)) ¬> Hy), 
( EFly] > (3x)FIx]. 
Chúng minh : 
() Nếu p(y) là vị từ và có giá trị sai thì (x)p(y) cũng sai. 
Lý luận tương tự cho F{x] thay vào vị trí p(x). 
() Ta có Ep(y) > x)p@&) với p(x) là vị từ, nếu (3x)p(x) sai, ie 
7 công thức p(x) sai với mọi x, nên p(y) cũng sai. 
Lỷ luận tương tự cho F[x] thay vào vị trí p(x). 


~ 
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Nhân xét: 
Lấy F[x] = P(x.y) v (3y)P(x.y), 
ta có F[x] không tự do đối với y. 
Dạng (i) của định lý trên trở thành 
(vx)(p(x.y) v (3y)p(x.y)) ¬ p(y.y) v (3y)P(y.y)- 
Lấy miền D = {1, 2) và chọn 
p(1,1) = s, p(1,2) = đ, p(2,1) = đ, p(2,2) = s. 
Lấy y= 1, 
ta có (Vx)(p(x,1) v (3y)p(x.y)) — p(1,1) v (3y)pW.V). 
Đo đó (Vx)(p(x,1) v (3y)p(X.y)) + S 
{VI p(1,1) = s và không có y để p(y.y)= ở). 
Lấy x= 1: p(1,1) v.(3y)p(1,y) > s 
(3y)p(1,y) >s 
: (chọn y= 2, ta có p(1,2) = 
K Do đó ta có đ-—> s. 


WtyyLấy x= 2: P(2.1) v(3y)p(2.y) >s — (p(2/1)=đ) 
¬ Do đỏ ta có đ-> s. 


.Do đó định lý (¡) sẽ không còn hằng đúng với diễn dịch trên. 
;điểu kiện F[x] tự do đối với y trong định lý trên là cần thiết. 


Định lý : 
Lấy G là công thức không chứa bất kỳ hiện hữu tự do của biến x. 
, Và F{x] là công, thức. 
(¡) Nếu}EG —¬.F[xJ thì G - (x)F[x]. 
() Nếu E F[x] -› G thì _ ((4x)F[x]) — G. 


Chứng minh : Hiển nhiên. 


Hê luân : ý 
EFfx] nếu và chỉ nếu | (vx)F[x]. 
Chứng minh : Hiển nhiên. 
Tiền để hoặc luật suy diễn hoặc sự kết hợp giữa chúng được gọi 
là các công thức đụng. 


. d9 


Thí du: 
Các tiền để F = (Vx)(h(x) —> ¬ q(x)), 
F; = (Vx)(Ww(x) —> (vy)h(x,y)). 
thì F; ,Fa được gọi là công thức đúng. 
Công thức E; = (w(y) —> (vy)h(y,y)) bằng cách thay biến x bằng. 
biến y vào F¿ cũng được gọi là công thức đúng. 


Khái niêm chứng minh 
Khái niệm chứng minh cũng như trong luận lý mệnh đề. 
Đó là một chuỗi hữu hạn các công thức đúng E;¡, Eạ,..., E„.. 
Các luật p, t, cp trong luận lý mộnh đề vẫn áp dụng, cho việc 
chứng minh trong luận lý vị từ. 
Ngoài ra, còn có các luật liên quan đến lượng từ : 


Luật us (đặc tả phổ dụng) : 
E;¡ là F[y] với y là biến tự do, nếu có công thức E, = (vx)F[x] 
đúng trước E, (ie ¡ > k) sao cho Fly] là kết quả của việc thay thế . 
X bằng y trong PIY F[x] là công thức tự do đối với mọi hiện hữu - 
của biến y. 


Thí dụ : 
1. Sẽ tiền để 
= (Vx)(h(x) — ¬ q(x)), 
vn = (Vx)(W(x) —> h(x)). 
Từ Fạ có thể xây dựng E, bằng cách thay biến x bằng biến y. 
Sự thay thế này thực hiện được vì Fạ [x] tự do đối với y. 
Khi đó công thức mất lượng từ phổ dụng để trở thành 
E,= w(y) — hy). 
2. Các tiền để 
= (Vx)(h(x) > ¬ q(x)), 
Fz = (Vx)(w(x) —> (Vy)h(x,y)). - 
Từ Fạ không thể xây dựng E, = (w(y) — (vy)h(y,y)) bằng cách 
thay biến x bằng biến y. 
Vì F; [x] không tự do đối với y. 
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Luật ug (khaí quát phổ dụng) : 
E, có dạng (vy)F[y] nếu F[x] là một công thức E, đứng trước E, 
(le ¡ > k) sao cho x trong F[x] không có hiện hữu tự do trong bất 
kỳ tiên đề và không có hiện hữu tự do của y trong F[x]. 
Đây là chiểu biến đổi ngược lại với luật us. 


Thí dụ_: 
Các tiền đề 
Fì = (Vx)(h(x) — ¬ q(x)), 
F¿ = (Ww(x) ¬> h(x)). 
Từ F; có thể xây dựng E, bằng cách thay biến x bằng biến y và 
thêm lượng từ phổ dụng. 
E¡ = (Vy)(W(y) —> h{y)). 
Sự thay thế này thực hiện được vì không có hiện hữu tự do của 
biến x trong tiền để (F; ) và không có hiện hữu tự do của y trong 
Fa [x]. 


Luật es 

Luật es (đặc tả hiện hữu) : 
Cho phép chuyển từ (3x)p(x) thành p(œ), với p là vị từ và œ là 
một đại lượng cố định, nhưng chưa xác định. 


ằ 

Luật s0 (khái quát hiện hữu) : 
Cho phép chuyển từ p(œ) THẠDH (3x)p(x) (với p và œ tương tự như 
trên). 
Nếu thay vị từ p bằng công thức F thì thêm điều kiện công thức 
Flx] tự do đối với các biến y khác và KHÔNG có hiện hữu của x tự 
do tong F. 
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Thí dụ : 
Chứng minh (Xx)(W(x) — ¬ q(x)) là hệ quả luận lý của 
(vx)(h(x) —> ¬ q(x)) và (Vx)(W(x) —> h(X)). 
Chuỗi mệnh để của chứng minh là : 

(1) (vx)(h(x) ¬> ¬ q(x)) p 


(2) (vx)(w(x) —› h(x)) P. 

(3) w(y)  h(y) 2,us 
(4) hy) > ¬ q(y) 1,us 
(6) w(y) > ¬ qíy) 3.41 


(6) (vx)(w(x) — ¬ q(x))5.ug 
Chứng minh (3x)(t(x) ^ r(x)) là hệ quả luận lý của 
- (Yx)(c(x) — w() ^ r(x)) và(3x)(c(x) ^ t(x)). 
Chuỗi mệnh đề của chứng minh là : 
(1) (Yx)\(c(x) >w(x)^r()) =p 


(2) Gx)(c(x) ^ t(x)) p 

(3) c(a) ^ tía) 2,es 
(4) c(a) ¬ w(a) ^ r{a) 1,US 
(5) c(a) 3t 
(B6) w(a) ^ r(a) 4,511 
(Œ) tía) 31 
(8) ría) 6t 
(9) tía) ^ r(a) 78 
(10) (3x)(t(x) ^ r{x)) 9.ed. 


DIỄN DỊCH HERBRAND 


Một công thức của luận lý vị từ là hằng đúng nếu nó đúng với mọi 
diễn dịch. Tương tự cho hằng sai, nếu sai với mọi diễn dịch. Do đó 
để khảo sát tính hằng sai của một công thức phải xác định được tất 
cả diễn dịch của công thức. Tuy nhiên số các diễn dịch của một 
công thức trong luận lý vị từ là vô hạn không đếm được. 

Như vậy không thể thử từng diễn dịch để xác định tính hằng sai của 
một công thúc. 

Các diễn dịch Herbrand là một tập con của không gian các diễn 
dịch của một công thức trong luận lý vị từ. 

Tập hợp các diễn dịch Herbrand vẫn bảo tồn được tính chất hằng 
sai của một công thức. Nói cách khác là chỉ cần kiểm nghiệm trên 
tập hợp này cũng có thể khẳng định hay phủ định tính chất hằng 
sai. 6⁄240⁄số-diễf;diofifiểrbrahd-gäfcùn.-452U7BRrtcrirurgclà-sỡ 


Một diễn dịch bao gồm các yếu tố : 
- chọn một miền D là một tập hợp, 
- chọn giá trị cho hằng trên tập hợp vừa chọn, 
- định nghĩa các hàm, 
- định nghĩa các vị từ. 
Chỉ cần thay đổi một trong các yếu tố trên thì có được một diễn dịch 
khác. Các diễn dịch Herbrand được xây dựng bằng cách cố định ` 
miền D và làm sao có ít số diễn dịch trên D. 
Khi thay đổi giá trị hằng thì có diễn dịch mới. Do đó nếu đưa hằng 
vào trong tập D thì chỉ có một lựa chọn duy nhất cho giá trị của 
hằng. Thay đổi hàm thì cũng làm thay đổi diễn dịch. Một hàm được 
định nghĩa bằng cách xác định các giá trị ảnh của mọi phần tử trong 
miền D. Như vậy khi lấy chính các ảnh này bỏ vào miền D thì cũng 
chỉ có một cách duy nhất để xác định hàm. 
Yếu tố vị từ có giá trị đ hay s nên không thể cố định được. 
Do đó sẽ có nhiều diễn dịch Herbrand khi thay đổi giá trị của vị từ. 
Công thức trong luận lý vị từ rất đa dạng, bao gồm các yếu tố vị từ, 
toán tử, lượng từ phổ dụng và hiện hữu. Nhưng có một dạng khác 
đơn giản, không nhất thiết phải tương đương với công thức ban đầu 
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mà vẫn bảo đảm được tính hằng sai của công thức. Đó là dạng 
chuẩn Skolem. 


Dạng chuẩn Skolem 
Cho F là công thức ở dạng chuẩn Prenex 


= (Q¡x¡) (Q¿xa)... (QaXn) M, : 

với M ở đạng' chuẩn giao, với mọi ¡ : Q, e{V,3} và x¡ là biến. 

+ Nếu có r sao cho Q, = 3và Yi¡<r: Q,= 3. Chọn một hằng mói 
s không có trong M, thay thế tất cả xX, trong M “bÃng S Và xóa 
(@x,). 

# Nếu có r sao cho Q, = 3 và (Q¡,),~:. « là tất cả lượng từ phổ 
dụng đúng trước Q,, ie ¡ < r. Chọn một hàm mới f không có 
trong M, thay thế tất cả x, trong M bằng hàm f(X¡,,.... Xị,) và. 
xóa (Qx;). 

Ấp dụng hai trường hợp trên cho tất cả lượng từ hiện hữu. Công 
thức cuối cùng được gọi là đang chuẩn Skolem, gọi đơn giản là 
dạng chuẩn. 


Nhận xét : : 
Do chỉ khảo sát các công thức đóng nên ta có thể bỏ đi tất cả 
lượng từ phổ dụng sau khi đã xóa lượng từ hiện hữu. Việc bỏ 


lượng tử phổ dụng là mật sự hiểu ngầm rằng mọi biến trong công 


Tuy nhiên người ta lại chưa chịu dừng lại ở dạng này. Từ dạng 
này người ta chuyển thành dạng tập hợp S, bằng cách lấy mỗi - 
thành phần giao là một phần tử của tập hợp. Tập hợp S này được 
_xem như là công thức chỉ với lượng từ phổ dụng. Khi xem S là một 
công thức theo các qui định này thì mọi khái niệm hằng đúng; 
hằng sai, ... của công thức đều có thể áp dụng cho S. 
Mỗi phần tử của S là hôi các lưỡng nguyên nên nó là một mệnh_ 
đề. 
Thí dụ 
†. Cho công thức 

(9x)(vy)(vz)(3u)(vv)(3W) p(X,y,z,u,V,W). 
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Đứng trước (3x) không có lượng từ phổ dụng. 
Đúng trước (3u) có lượng từ phổ dụng (vy), (vz). 
Đúng trước (3w) có lượng từ phổ dụng (Vy). (Vz), (Vv). 
Thay thế biến x bởi hằng a, p(a,y,z,u,v,w). 
Thay thế biến u bởi hàm hai thống số f(y,z), 
b(a.y,2,f(y,z),v.W). 
Thay thế biến w bởi hàm ba thống số g(y,z,v). 
Cuối cùng ta được công thức 
(vy)(Vz)(Vv) p(a,y.z.f(y,z).V.g(y,Z,v)) 
ở dạng chuẩn. 
Bỏ lượng từ phổ dụng công thức trở thành k 
p(a,y.z,f(y.Z),V,g(y,z,V)). 
Chuyển thành dạng tập hợp một phần tử 
ŠS = (p(a.y,z,f(y,z).v,g(y,Z.v))). 
2. Cho công thức ° 
(vx)(3y)(3z) ((Gp(x.y) A d(x,z)) v r(x,v.z)). 
Biến đổi thành đạng chuẩn giao : 
(yx)(3y){32) ((¬p(X,y) v r(X,y,Z)) ^ (q(x.z) v r(x,y.2))). 
(3y) và (32) có (vx) đứng trước, nên biến hiện hữu y. z được 
thay bởi hàm một biến f(x) và g(x). Do đó được công thức ở 
dạng chuẩn, 
(vx) ((p(x.fŒ)) v r(x,f(x).g(x))) ^ (q(x.g()) v r(x.x).g(x)))). 
Xóa lượng tử phổ dụng 
((p(xfŒ)) v rŒ.f(x),g@))) ^ (q(.g(x)) v r(x,f(x),g(x)))). 
Chuyển thành tập hợp hai phần tử 
S =((p(xf(x) v r(x.f(x),g())), (q(x.g(x)) v r(x.f(x).g(x)))}- 
3. Cho công thức 
(zx)\(3y)(3z)((¬p(x,y) v r(x,y,Z)) A (q(x,Z) v ¬r(x.y,Z) v s(f(x).Z)) ^ 
¬q(X.Z)). 
Dạng chuẩn Skolem là 
S = ((p(xg(x)) v r(x.g(x),h@))), (q(xh(@)) v ¬r(x,g(x),h(x)) + 
s(f(x).h@))). ¬q(x,h(@))).- 


@á@>(— — ). Ä #ưc VÔ si" 4 0P se, 
(qy#)C—— — : 


l) 


chủ : 
1. Mệnh để trống Đ = v/L, với L, là các lưỡng nguyên. Mệnh đề 
k ¡Ì: 8 luôn luôn sai vì tập hợp chỉ số là Ø nên không có một ¡ 
P, ¡ SỐ là 2 nen Không có mọti_ 


2. "Một tập hợp S các mệnh đá là biểu diễn n của giao tất cả mệnh 
`` đề trong S và mỗi biến trong-tập hợp chịu ảnh hưởng của một 
-.-lượng tử phổ dung. — 
` Thí du : 
a. Công thức (Vx) ((¬p(x,f(x)) v r(@x,f@))) ^ (q(x.g()))) 
` được biểu diễn hành tập hợp là 
ˆ_ {¬p(xf(x)) v r(x.fx)), qxg@))). 
-*b. Tập hợp (¬p(xf(x)) v r(x.y), q(xg(x)) v r(X,f(x))} là biểu diễn 
của công thức 
(vx)(vy)((p@.fŒ&)) v r@„y)) ^ (q0XLg0)) v r(x.f()))). 
3. Dang chuẩn Prenex-vẫn-còn-tương đương với công thức ban 
_đầu, Càn.dạng chuẩn Skolem và _cô. công thức ban. đầu không cần 
thiết phải tương đương. Nhựng tính chất hằng sai vẫn còn duy. . 


_—- 
4. Dạn oleøm là không duy. nhất. 
Thí dụ_ 


.Công thức F = (vx)p(x) ^ (3y)q(y) v (vz)r(2)), 
F = (vx)p(x) ^ ((3y)q(y) v (vz)r(2)), 

= (vx)(3y)(Vz)(p(x) ^ (q(y) v r(2)). 
dạng chuẩn Skolem là : (p(x), q((x)) v r2} 


: „ = ((3y)q(y) v (z)r(z)) ^ (vx)p(), 


= (3y)(Vz)(vx)((q(y) v r(z)) ^ p@)), 
ng chuẩn Skolem là : bàu vr(z), p(@)}. 
Đinh lý_: : 
Slà tập hợp các mệnh đề của dạng chuẩn Skolem của công thức 
F thì 
F hằng sai nếu và chỉ nếu S hằng sai: 
Chứng minh : 
- Giả te F ở dạng chuẩn Prenex, 
= (Q3)... (QuXn) MỊX:,.... Xa]. 
Lấy N b lượng tử hiện hữu đầu tiên. 
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ˆ ‹ 


K; đó _ 
= (v%)).. .(VXc. 9) 3x) (Q;„X,.¡).. .(Q„Xn) hội ..c 8 Xa]. 
Bn 
F; =(Vx¡)...(Vx,.,)(Q,.4Xz.)...(Q,Xa) 
„ MỊx;,.... X:.1, f(X\,.... X;.l), Xưzt, " ' Xa). 
Với f là hàm Slolem tương ứng với x, Ta chứng minh rằng F 
hằng sai nếu và chỉ nếu F; hằng sai. 
Giả sử F hàng sai và F; khả đúng. 
F: khả đúng nên có một diễn dịch ! để F; đúng, 
- le VX\,..., Xu 3Í{XI,..., Xea) sao cho 
(Q:.+X‹.v)... (QaXn) Mịx;,.... Xi, f(X\,.... X;-), Xrxtce«, Xn)] lả đúng 
trong Ì. " 
| cũng là mô hình của F, vì lấy x, = Í(x¡,..., X.›), mâu thuần với F 
hằng sai. 
Vậy F hằng sai dẫn đến F; hằng sai. 
Giả sử F; hằng sai và F khả đúng. 
F khả đúng nên €ó một diễn dịch I để F đúng, 
Í@ VX\,..., X„., 3 x, sao cho- 


(Q3) - . (Q,xa) M[X+,..., X,. X„, Xe, ..., Xa)] là đúng trong |. 


Mở rộng diễn dịch I thành ở, bao gồm hàm f biến (X+,.... Xea) 
thành x, với mọi X¡,.... X..: trong D, Ìe Í(Xì,..., Xet) = Xe. ˆ 

Do đó F; đúng trong diễn dịch mở rộng l'. 
Nên F; khả đúng, mâu thuần. ` 

Vậy F; hằng sai dẫn đến F hằng sai. 
Truy chúng trên số lượng tỪ hiện hữu. 
Vậy F hằng sai nếu và chỉ nếu S hằng sai. ⁄ 


Nhân xét : ì 
1. Đính lý trên cho phép xóa lượng từ hiện hữu 3 mà không ảnh - 


hưởng đến tính hằng sai. ` 
2. Lấy S là một dạng chuẩn Skolem của công thức F. 
x ithLE=S, 


Nếu F không hằng sai thì F không tương đương với S. 
Lấy F = (3x) p(x). S = p(a). - 
Lấy ¡ là diễn dịch : 


= (1,2), a = †, p(1) = sai, p(2) = đúng. 


LAI số: 


"TY" vn  ,.. lDm}-- sa mxx«qä 


suy ra F khả đúng trong I, S là sai trong I. 
Nên F zS. 

4. Nếu F = F¿ A...A F„ thì nên chia S ra làm các S„ mỗi S, biểu diễn 
dạng chuẩn của F„ và S = S¡ c2... Sa. Tương tự, F hằng sai nếu 
và chỉ nếu S hằng sai. 

Thí dụ: : 
(vx)(3y)(p(x.y) v ¬q(x)) ^ (30(v2)0r(tZ) v s(2)), 
do đó S = {p(x,f(x)) v ¬q(x), r(a,z) v s(2)). 


Vấn đề giỏi hạh miền đối tượng của diễn dịch 
Một công thức là hằng sai nếu nó sai với tất cả diễn dịch. Nhưng, 
không gian diễn dịch qủa một công thức là vô hạn không đếm 
được (chỉ cần chon miền đối tượng là tập hợp số thực là ta có một 
tập hợp vô han không đếm được các diễn dịch của công thúc), Do 

. đỏ không thể kiểm tra là công thức có sai với tất cả diễn dịch hay 
không. Tuy vậy, người ta đã khám phả ra một miền đối tượng đặc 
biệt sao cho công thức sai trên tất cả diễn dịch của miền đối 
tượng này thì nó hằng sai. 


Đá là vũ trụ Herbrand. Đây là một tập hợp vô hạn nhưng đếm 


. được. Vì vậy không gian diễn dịch trên miền đối tượng nảy cữ nảy _CUHB : 


“vô võ hạn đếm được. 
—¬^5— 


Vũ trụ Herbrand. - 
Lấy Họ là tập hợp tất cả các hằng có trong tập hợp S các mệnh 
đề. 
Nếu không có hằng nào trong S thì chọn một hằng bấy kỳ a bỏ 
vào He, le Họ = (a). 
Đặt 
— Hạ¡=H, +J{nguyên từ có dạng f,(t,..... tị, ),V{ < H, và VK], 
mỗi f, là một hàm mụ thông số trong S. 
H. được gọi là vủ tru !ierorand của S. 
Đôi khi đơn giản gọi là H. ˆ 
¬ 


Nhân xét: b 
Không gian H được xây dựng bằng cách chọn những phần tử bắt 
đầu là các ký hiệu hàng. Sau đó lấy ảnh của những ký hiệu hãng 
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này qua tất cả các hàm có trong công thức. Việc lấy ảnh được lặp 
đi lặp lại trên các ảnh mới vừa phát sinh. Do đó động tác này 
được phát sinh võ hạn. Nhưng là vô hạn đếm được vì tập hợp khởi 
đầu là hữu hạn. 


Thí dụ : 
1. Lấy S = (p(e), ¬p(x) v p(f(x))). 
Các hàm trong S là f(_). Không có hằng trong S do đó cÑn một 
hằng bất kỳ c bỏ vào Hạ. 
Ho = (©€}, 
= {e, f(c)), 
Ha = {e, f(c), f(f(c))). 


= (e. f(c), ff(c)), ff(c))).. 
2. _a S = (p(x)v q(x), r(2), ty) V TP không có hằng nào tơig 
S nên lấy Hạ = (a)}. 
Không có hàm trong S nân Họ = H; = Hạ = H,= (a}. 
3. Lấy S = (p(f(x)), a, g(y), b}. 
Các hàm trong S là f(_—), g(_ ). Có hai hằng a, b trong tập S. 
Do đó 
Ho = (a, b), 
tiệc = Và: b, f(a), f(b), gia). g(b)), 
( a, b, {(a), f(b), g(a), gíb ), 
ˆ gai, t®), f(f(a)). f(f(b)), f(g(a)). f(g(b )). - 
ga). g(b), g(a)), g(f(b)), g(g(a)), gg((b ))), 


H,= (a, b, f(a), f(b),... ). 
4. Lấy S = (p(f(x,c)), a, y, b}. 

Các hàm trong S là f(_, —`). 

hs (a, b, C), - ' 
= (a, b, c, f(a, sở f(a,b), f(a,c), f(b;a), f(b,b), f(b,c), f(c.a), f(c,b), 
tíc,c)), 

Hạ = {a, b, c, f(a, ` f(a,b), f(a,c), f(b,a), f(b, b), Âu ©), f(c,a), f(c,b), 
!(c,c). f(a, f(a,a)), f(a, f(a,b)), f(a, f(a,c)),. 


= (a, b, f(a), f(b), `, 


s%⁄t so 


nhờn thí dụ 4 dù trong công thức của hàm ƒ có thông số thứ 2 là 
hằng nhưng khi xây dựng các. H, thì vẫn phải xét mọi khả năng có 


Tố) TUYỢN 


Các thuật ngữ 
Nguyên lỪ trị, lưỡng nguyên trị, mệnh đề trị, công thức nguyên lrí... 
là các khái niệm tương ứng không có biến xuất hiện trong chúng. 
Thí dụ : ' 
Lấy S = (p(©), ¬p(x) v p(f(x))) thì $ có vũ trụ Herbrand là : 
H.= (c, f(c), Kf(c)), ff(f(e))),... }. 
nguyên từ f(x) có một nguyên từ trị là f(f(c)) (thay x bằng f(©)), 
lưỡng nguyên ¬p(x) có lưỡng nguyên trị là ¬p(f(fŒ(c)))) (thay x 
bằng f(f(f(c)))),.. 


Cơ sở 
S là một tập hợp các mệnh đề. 
Tập hợp A gồm các công thức nguyên Ej Dx (tị,.. -tn, ) của tất cả vị 
tỪ p„ có trong S với t, là các phần tử của vũ trụ Herbrand của S. 
“.A được gọi là cơ sở Herbrand của S hay đơn xEEP là cơ sở. 


Thí dụ_ ` 
Lấy s= (p(x)v q(), ray). 
Các hằng : a. 
Các hàm : f(_).* 


Các vị từ : p(_), q(_). r(_._). 
Không gian Herbrand H và cơ sở A là : 
Bió LG sỹ f*{a) với n > 1). 
= (p(a), pÉ(a))....., p("(a))..... 
q(a). q(f(a))..... q(f'(a)),... 
r(a,a), ría, f(a)),...., r(a, f (a))..... ` 
t(t(a),a), r((a), f(a)),..., r(f(a). f'{a)),.... 


ríP(a),a). t(f(a), t(a)),.... r((\a), f(a))..... 


, 


}. 


Diễn dịch Herbrand 


S là tập hợp các mệnh đề, H là vũ trụ Herbrand của S. 

Một diễn dịch Harbiand | của S trên H được xác định bằng cách 
liệt kê tất cả vị tử trị, vị từ nào được gán giá trị đúng thì lấy chính 
nó, còn vị từ được gán giá trị sai thì lấy phủ định của nó. 


Thí dụ: 


Lấy S = {p(x)v q(x), f(f(y))} ta có 
H = (a, P (a) với n>1). 
A = (p(a), p(f(a)),.... p(a)),... 
q(a), q((a)),.... q(f°(a)),... 
r(a), r(f(a))...., r(fˆ{a)),... }. 
Một số diễn dịch Herbrand của S là : 
lị = (p(a), pứ(a))..... p(fˆ{a)),.... q(a), q(f(a))..... 
q(f'(a))..... r(a), r(f(a)),..., r(f (a)),... }. 
lạ = {¬p(a). ¬pŒ(a)),.... p(f"(a)) thờ q(a], 
¬gff(a))..... ¬q(“(a)),..., r(a), ninh r(f?{a)).... . 
Tập hợp l; có nghĩa là p(a) = đ, q(a) = đ, r(a) = đ.. . 
Ho, hợp lạ có nghĩa là p(a) = s, pí(a)) = s, p((a)) = đ...., q((a)) = 


¬ 


„ q(a)) =S,... “ 
vn việ ột diễ / hiệu phủ định ¬ trước một 
È:JỆPPVOP/PEDI 


Nhận xét : 


1. Thực chất của diễn dịch tiảrBtand cũng là một diễn dịch, nghĩa 
là bao gồm các yếu tố cần phải xác định như : miền D, các 
hằng. các hàm và các vị từ. Nhưng vì ta đã chọn miền D chính là 
H, và trong H đã có các hằng nên không cần xác định giá trị của 
hằng. Hàm cũng không cần phải định nghĩa vì tất cả các ảnh 


của nó đều thuộc H. Do đó để-xác-định-một diễn dịch.công việc. 


chỉ còn lại là xác định các vị từ. 
TT Á=——-—_=-ˆ..`'---...-ˆ 


— 


f 


Nên khi định-nghĩa-diễn dịch Horbrand_là-xác-định -cáo- vị TỪ. 
Chính điều này làm cho việc xác định vị từ trở thành đặc trựng 
của diễn dịch Herbrand. 

2. Khi xác định vị từ Tà xác định các vị từ lấy giá trị trên H là đúng 
hay sai. Điều này có thể được trình bày lại theo một hình thức 
khác dễ dàng hơn. Bằng cách xây dựng một tập hợp mà phần 
tử là các vị từ trị, nếu vị từ trị nào được định gía trị đúng thì giữ 
nguyên, ngược lại nếu vị từ trị được định gia trị sai thì thêm dấu 
phủ định khi bỏ vào tập hợp. Do đó ta sẽ hiểu là mỗi phần tử 
của tập hợp đều có giá trị đúng. 


Diễn dịch Herbrand tượng ứng với một diễn dịch I 
Cho một diễn dịch l trên miền D, diễn dịch !*° là một diễn dịch 
Herbrand tương ứng với | như sau : 

+ Chọn mỗi hằng (của diễn dịch Herbrand) một giá trị trên 
D. 

+ Các hàm được định nghĩa như trong I. 

Mọi h, e H sẽ được tính giá trị trong D theo các giá trị hằng 
và hàm như trên. Khi đỏ mỗi h, sẽ có một giá trị d, trong D. - 

+- Các vị từ p(h:,...., hạ) sẽ lấy cùng thực trị với p(d:...... da). 


Nhân xét : 


Việc chọn giá trị cho hằng và hàm của diễn dịch Herbrand trên 
miền D (của diễn dịch I) có mục đích xác định các vị từ trị là đúng 
hay sai dựa trên cách đánh gia của diễn dịch I. 

Nếu không dựa vào Iï thì việc chọn diễn dịch H là tùy ý. 


Thí du: 
Lấy S = (p(x). qíy, f(y.a))), D =(1, 2}, 


Vũ trụ Herbrand H là : 

H <(a, f(a,a), f(a.f(a,a)), f(f(a,a).a)..... ). 

Cơ sở của S là 

A =( p(a), q(a.a). p(f(a,a)), q(a.f(a,a)), 
q(f(a.a).a), qứ(a.a), t(a.a),...). 

Lấy a bằng một giá trị trong miễn D là 2. 


p(a) = p(2) = S 
q(a,a) = q(2,2) = đ 
pứ(a,a)) = p(1) = đ 
q(a,f(a.a)) = q(2,†) = S 
q((a.a),a) = q(1,2) = đ 
q(f(a,a),f(a.a)) = q(1,1)= s 


Diễn dịch l có thể biểu diễn bằng dạng tập hợp : 
I= tp(1). ¬p(2), ¬q(1,1), q(1,2), ¬q(2.1). q(2.2)), 
trong tập hợp này chọn phần tử p(1) vì nó được gán giá trị đ, chọn 
¬p(2) vì p(2) được gán giá trị s,.... 
Bằng cách tương tự, !* là tập hợp : 
Í° = ¡¬p(a), q(a.a), p(f(a,a)), ¬q(a,f(a.a)). 
. q(a,a),a), ¬q(f(a,a),f(a,a))..... }. 


Nhân xét : 
Trong thí dụ trên, dù diễn dịch ! chọn hằng a bằng 1, nhưng hằng 
a trong diễn dịch Herbrand không nhất thiết phải chọn cùng giá trị 
là 1. Việc chọn lựa giá trị hằng trong Herbrand là tùy ý trên miền 
D của I, không tùy thuộc vào sự chọn lựa trong I. 


Thí du : 
Lấy S = (px). q(y. f(y,z))), D =(1. 2), 


f{1,1)=1 Vũ trụ Herbrand H là : 
ft(1,2)=2 H s{a, f(a.a), f(a,f(a,a)), f((a,a).a),.... }. 
{(2.1)=2 Cơ sở của S là 

f(2.2)=1 A =( pía), q(a,a). p(f(a.a)), q(a/f(a,a)). 
p(1)=ở q(f(a,.a),a), q(f(a,a), f(a,a),...). 
p(2)=s 
q(1,1)=s 
q(1.2)=đ 
q(2.1)=s 
q(2,2)=đ 


Lấy a= 1 : 
p(a) = p(1) = đ 
q(a,a) = q(1,1) = k 
píÉ(aa)=p(1)=  đ 
q(a,f(a,a)) = q(1,1) = s 
q(f(a,a),a) = g(1,1) = s 


Lấy a=2 $ 

p(a) = p(2) = S 

_† qía,a) = q(2,2) = đ 
p(f(a,a)) = p(1) = đ 

q(a.f(a,a)) = q(2,1)= s 

q(f(a.a),a) = q(1,2)= đ 


Hai diễn dịch Herbrand tương ứng với ! là : 
Diễn dịch (1) . : 
(p(a), ¬q(a.a), p(f(a,a)), ¬q(a,f(a.a)). 
- ¬q(f(a.a),a), ¬q((a.a).f(a,a)),...}, 
Diễn dịch I* (2) 
{¬p(a), q(a,a), p(f(a,a)). ¬q(a.f(a.a)), q(f(a,a),a), 
~_ ¬q(f(a,a),f(a.a)),... }. 


s 
Ma 


Bồ để : 
Một tập hợp S các mệnh để đúng với diễn dịch ! thì cũng đúng với 
mọi diễn dịch I°. 

Chứng minh : 
Nổu có một diễn dịch I* làm sai tập S thì có một mệnh đế trị M 
của § sai với l°. 
Lấy hằng trong H có cùng giá trị với hằng của diễn dịch I. 
Thay giá trị này vào diễn dịch I*. 
Các phần tử của I“ trở thành phần tử của I, ie I* trở thành một 
phần của diễn dịch I. 
Do M sai với l* và thay hằng trong M bằng giá trị của hằng trong l 
thì mệnh đề trị M (trong I) là sai trong I. 
Mâu thuẫn với S đúng trong I. ⁄ 


Nhân xét: 
Bổ đề còn được sử dụng ở dạng tương đương : “S sai với một diễn 
dịch I* thi cũng sai với diễn dịch I". 


Đỉnh lý : : 
Tập hợp các mệnh để S sai với tất cả diễn dịch Herbrand thì hằng 
sai. 
Ghúng minh : - 
Giả sử S sai với tất cả diễn dịch Herbrand và S khả đúng. 
Do S khả đúng. nên có một diễn dịch I để S đúng. 
Do bổ để trên S đúng với I*, mâu thuẫn với tỉnh chất S sai với mọi 
diễn dịch Herbrand. 
Vậy S hãng sai. ⁄ 


Nhân xét: : 

1. Nhờ định lý trên việc chứng minh tính hằng sai chỉ cần kiểm tra 
trên tất cả diễn dịch Herbrand, không cần phải thực hiện trên tất 
cả diễn dịch. Do đó từ đây trở đi khi nói đến diễn dịch nghĩa là 
diễn dịch Herbrand._ 

2. Một mệnh đề trị € đúng với diễn dịch ! nếu và chỉ nếu có một 

XS lưỡng nguyên trị L trong C'sao cho L cũng ở trong diễn dịch 
à herbrand I, ie C€ ¬ I z Ø. 
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€ z p(f(a))v q(f(f(a)),f(a)) là một mộnh đế trị của p(x)v q(f(X),x) 
C khả đúng bởi diễn dịch 
Ìz (p(a), ¬p(f(a)). q(f(f(a))f(a)),...) 

vì C¬ le q(f(f(a)).a))  Ø. 

3. Một mệnh đố đúng với diễn dịch l nếu và chỉ nếu mọi mệnh dế 
trị của nó cũng đúng trong I. 

4. Một mệnh đế sai với diễn địch l nếu và chỉ nếu có ít nhất một 
mệnh để trị của nó sal với I. 

5. Một tập hợp S các mệnh để là hẳng sai nếu và chỉ nếu với mọi 
diễn dịch ¡ có Ít nhất môt mộnh để trị của một mộnh đề nào đó 
trong S là sai đối với I. 


Cñp bù 
Hai lưỡng nguyên A và ¬A được gọi là một cặp bù. 
Nếu mộnh để chứa một cặp bù thì hằng đúng. 


Một diễn dịch Herbrand có được bằng cách đặt thêm dấu phủ định 
hay không phía trước từng phần từ của cơ sở, Nói cách khác với một 
cách lựa chọn dấu phù định trên tập cơ sở thì có được một diễn dịch 
Herbrand. Vậy số diễn dịch Herbrand là tất cả các cách đặt dấu phủ 
định lên tập cơ sở. 

Một phương tiện trình bày :a tất cả diễn dịch Herbrand đó là cây 
ngữ nghĩa hoàn bị. 


Cây ngữ nghĩa - 
Một cây ngữ nghĩa <t> của một tập hợp mệnh đề S là cây có đỉnh 
gốc. Mỗi cạnh của <t> biểu diễn một tập con hữu hạn các phần tử 
cơ sở hoặc phủ định của phần tử cơ sở. 
Cây <t> thỏa tính chất sau : 

Ì) Mỗi đỉnh chỉ có hữu hạn các cạnh nối với nó. Gọi Lị,..., Lạ là 
các cạnh nổi tại đỉnh N. Lấy Q, là giao tất cả lưỡng nguyên 
của L, thì Q: v Q¿ v... v Qạ là hằng đúng. 

l Ký hiệu l(N) = ©¿ tập hợp biểu diễn của các cạnh của đường 

} „ tử đỉnh gốc tới đỉnh N. Với mọi đỉnh N, I(N) không chứa mọi 
cắp bù. 


% 


Thí dụ : 
A = (P, Q, R) là cơ sở của tập S các mộnh đồ. 
Hình sau là một cây ngữ nghĩa của S : 


b 
IP'..®S:714.-dị# IS l6 l7 lụ c2 hấp Xác” — 
Tại đỉnh số 1 có ba cạnh nối với nó là cạnh : c 
Lị = (1.4), Lạ = (1.5), Lạ = (1,6). 
Q;=Q.Qạ=n,Q;= ¬Q A-¬R. 


Q; v Q; vQ¿= Q vR vy(¬Q ^¬R) z hằng đúng“ \ 
Đỉnh số 2 có hai cạnh nối với nó là cạnh 
Lì = (277), Lạ = (2,8). 
Q; = P, Q:; = ¬P. : 


Q;¡ vQ¿=P v¬P = hằng đúng. 


l(5) = tP, R), l(6) = (P, ¬Q, ¬R), 
I(10) = {¬P. ¬Q, ¬R), I(†18) = (Q, ¬P, ¬R) ⁄ 
Các I(đỉnh) không chứa cặp bù. 


Nhân xót: ` Xăng ( Secer 
1.Trong cây ngữ nghĩa trên nếu ta thay : & = cá ke 


Nội dung cạnh /03) bằng (¬P,Q), nội dung cạnh (0,2) bằng 
't¬G), đội dung cạnh (1,6) bằng (¬Q) thị cây mới cũng là cây 
ngữ nghĩa. : b 
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2. Với hai đỉnh khác nhau M, N trên cây ngữ nghĩa thì có thể có 
l(M) = lÍN), như l{4) = l{7) trong thí dụ trên. 


Đỉnh lá : 
Đỉnh lá là đỉnh chỉ có một cạnh tới nó. 


Thí du: 
Các đỉnh 6, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 là tất cà đỉnh lá 


của cây ngữ nghĩa trên. 


Cây ngữ nghĩa hoàn bị 
Một cây ngữ nghĩa của tập hợp S các mệnh để được gọi là hoàn 
bị nếu với mọi đỉnh lá L của cây ngữ nghĩa I(L) chứa mọi phần tử 
cơ sở hoặc phủ định của phần tử cơ sở. 


Thí dụ : 
1. Cây của thí dụ trên là hoàn bị vì 
I(06) = ( P,¬Q, ¬R), I(09) = (¬P, ¬Q, R), 
I(1Ö) =, (¬P, ¬Q, ¬RỊ, l(11) ={P, Q, RỊ, 
l(12)=*++P, Q,¬R),(13)=( P, R,Qị, 
I(14)= ( P, R.¬Q),I(15)=(Q, P, Rị, 
I((16)=¡(Q, P, ¬R),I(17)=¡ Q,-¬P. Rì, 
l(1B)= ¡ Q,¬P. ¬R). = 
Tất cả đều chứa đủ ba phần tử gồm phần tử cơ sở P, Q, R hoặc 
phủ định của phần tử cơ sở.: 
2. Trong cây ngữ nghĩa trên nếu bỏ đi cạnh (3,9) và cạnh (3,10) 
thì cây còn lại không là cây hoàn bị. Vì I(3) không chứa phần tử cơ 
sở R hay ¬R. 
Nhân kết: b 
1. Khi cơ sở của tập hợp các mệnh đề là vô hạn thì bất kỳ cây 
ngữ nghĩa hoàn bị cũng vô hạn. 
Thí du: ' 
S = (pŒ), q(f(x))), cơ sở A = (p(a). q(a), p(f(a)), q(f(a)), p(Ê(a)). 
›qa"? (a)).... là vô hạn nên cây ngữ nghĩa hoàn bị sau cũng vô 


Nạn: - 
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Ọ 


Ấn “Ắu AI 


pữt(a)) ¬p(f(4)) 
Ñ VÀ 

2. l(N) còn được gọi là một điển địch lửng phản của S. với mọi 
đỉnh N trên cây ngữ nghĩa. Nếu N là đỉnh lá của một cây ngữ 
nghĩa hoàn bị thì l(N) là một diễn dịch đẩy đủ của S. 

3. Cây ngữ nghĩa hoản bị của S tương ứng vói tất cả diễn dịch của 
:8. 
Mỗi con đường đi tử nhánh đến lế chính là một diễn dịch. 

Định cha 
Đỉnh cha của một đỉnh N là đỉnh kế của N gần với gốc hơn N. 


~ 


Thí dụ_ dụ. : 
Trong thí dụ trên đỉnh 7, 8 có đỉnh 3 là đỉnh cha. đỉnh 5, 6 có định 
2 là đỉnh cha. 

Đỉnh sai 
Một đỉnh N được gọi là đỉnh sai nếu I(N) làm sai một mệnh đề trí 
nào đó của một mệnh đề trong S, nhưng i(M) không làm sai bất 
kỳ mệnh để trị của một mệnh đề trong S với mọi đỉnh M từ gốc tới 
đỉnh cha của N. 


Thí du xã 
= {p(x). ¬p() v qữ@)), Bà, 
= {p(a). q(a), pứ(a)), qứ(a)),... 
một th ngữ nghĩa 


q9 


l(2) ={¬p(a)} làm sai một mệnh để trị p(a) của p(x) trong S 
(thay biến x bằng a). 

l(3) ={p(a), q((a)) làm sai một mệnh để trị ¬a(f(a)) của 
¬q(f(a)) trong S. : 

l(4) ={p(a), ¬q(f(a))} làm sai một mệnh đề trị ¬p(a) v q(f(a)) 
của ¬p(x) v q(f(x)) trong S (thay biến x bằng a). 
Các đỉnh 2, 3, 4 là đỉnh sai. 
Đỉnh 0, 1 là đỉnh không sai vì không làm sai một mệnh đề trị nào 
của mọi mệnh để trong S. 
Đỉnh 5, 6 là các đỉnh không cần quan tâm vì trước nó đã có những 
đỉnh sai. 
Những đỉnh chưa phát triển của cây cũng không cần -qUẠn tâm vì 
con đường đi từ gốc xuống đã có một đỉnh sai. Su YệP 


Đỉnh suy diễn 
Đỉnh suy diễn là đỉnh mà mọi đỉnh con kể nó là đỉnh sai. 
.— 


Thí dụ _ 
Trong thí dụ trên đỉnh † là đỉnh suy diễn. 
Vì có đỉnh kể nó (đỉnh 3, hay 4) là đỉnh sai. 


Cây ngữ nghĩa đóng 
Một cây ngữ nghĩa T được gọi là đóng hay bị chắn nếu mọi nhánh 
của T chấm dứt ở một đỉnh sai. 
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Thí du: 

1. Trong thí dụ trên không phải là cây ngữ nghĩa đóng vì có đỉnh 5 
và 6 không phải là đỉnh sai. 

Nhưng nếu bỏ đỉnh 5,6 thì có cây ngữ nghĩa đóng. 

2. Lấy S = ¡P,QvR, ¬P v¬Q, ¬P v ¬R), cơ sở là ¡P, Q, R), với 
cây ngữ nghĩa đóng sau : 


0 


P ¬P 
I 2 
⁄ ¬Q b 
4 
3 
lR ¬R 
S5 6 


Nhân xét : : 
1. Cây ngữ nghĩa đóng là cây hữu hạn. 
2. Trong quá trình xây dựng một cây ngữ nghĩa đóng, tại mỗi đỉnh 
ta có thể dừng phát triển đỉnh kế tiếp nếu nó đã là đỉnh sai. 


ˆ Một tập hợp S các mệnh đề là hằng sai nếu và chỉ nếu mọi cây 
ngữ nghĩa hoàn bị của S có một cây ngữ nghĩa đóng. 

Chúng minh : 

(—) Giả sử 8 là hằng sai. 
Lấy <t> là một cây ngữ nghĩa hoàn bị của S, với mỗi đường <p> đi 
từ gốc là vô hạn hoặc chấm dứt ở đỉnh lá của cây <t>. 
Lấy 

lạ» = (tất cả lưỡng nguyên của tất cả cạnh của <p>! 

thì l.;„ là một diễn dịch của 8. ` 
VI S là hằng sai nên diễn dịch I.;„ phải làm sai S, ie có một số 
hữu hạn phần tử của I.;„ làm sai một mệnh đề của S. 
Do đó tìm được một đỉnh sai trên <p>. 
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Mọi nhánh của <t> có một đỉnh sai nên có một cây ngữ nghĩa 
đóng tương ứng vởi <t> của S. 

(©) Nếu mọi cây ngữ nghĩa hoàn bị <t> của S có một cây ngữ nghĩa 
đóng thì mọi đường của <t> chứa một đỉnh sai, ie mọi diễn dịch 
làm sai S. 

Do đó S là hằng sai. / 


Đỉnh lý Herbrand (Dạng 2) 

Một tập hợp S các mệnh đề là hằng sai nếu và chỉ nếu có một tập 
hợp hữu hạn những mệnh để trị hằng sai. 

Chúng miinh : 

(—) Giả sử S là hằng sai. 

Lấy <t> là một cây ngữ nghĩa hoàn bị của S. 

Do định lý Herbrand dạng 1, có cây <t†> đóng tương ứng với <t», 
Lấy S' là tập hợp tất cả các mệnh đề trị của các mệnh đề mà các 
mệnh đề của các đỉnh sai làm sai. Số các đỉnh sai là hữu hạn nên 
S' hữu hạn. S' là sai dưới mọi diễn dịch. 

Do đó S' là hằng sai. 

(C) Giả sử có một tập S' hữu hạn gồm các mệnh đề trị của các 
mệnh để trong § là hằng sai. Lấy một diễn dịch I của S, ! cũng là 
diễn dịch của S' nên I làm sai một mệnh đề trị của S', mệnh để trị 
này cũng là một mệnh đề trị trong S. 

Nên LESH§ làm sai S. 

Thí dụ_ 

1. Cho kêu = {p(x), ¬p(x) v qứ@)), _af6)) 
= {p(a), q(a), p(f(a)), qữ(a))..... 


\(2) =(¬p(a)) làm sai một mệnh để trị p(a) của p(x) trong S. 
Chọn p(a), 
l3) =(p(a), q(f(a)} làm sai một mệnh để trị ¬q(f(a)) của 
¬qff(a)) trong S. 
Chọn ¬qff(a)) 
I(4) =(p(a), ¬q(f(a))) làm sai một mệnh để trị ¬p(a) v q(f(a)) 
của ¬p(x) v q(f(x)) trong S. 
Chọn ¬p(a) v q(f(a)). 
Do đó, S' = (p(a), ¬q(f(a)), ¬p(a)v qữ(a)). 
2, Cho 8 = (p(x), ¬p(f(a))}, S là hằng sai vì có một tập hữu hạn Sỉ 
-_ gồm các mệnh đề trị của các mệnh đề trong S là hằng sai. 
S'= (p((a)), ¬p(f(a))). 
3. Cho S = (¬p(x) v q(f(x),x), p(g(b)), ¬q(y.2)). 
Thay x = g(b), nên y = f(g(b}), z = g(b). 
Chọn tập hữu hạn các mệnh đề trị của S là 


- 8'= (¬p(g(b)) v q((g(b)).g(b)), p(g(b)), ¬q(f(g(b)),g(b))): 
S' là hằng sai nên S hằng sai. 


Việc tìm một cây ngữ nghĩa đóng trong định lý Herbrand dạng † 
bằng cách đi từ gốc tìm những đỉnh sai ở các nhánh. Nếu mọi con 
đường đi xuống đều bị chận bằng một đỉnh sai thì kết luận tập S là 
hằng sai. Một trở ngại của cách tiến-hành tìm đỉnh sai là nếu đỉnh 
sai ở quá sâu thì thời gian thực hiện quá lớn. : 
Định lý herbrand dạng 2 được thực hiện trên tập mệnh để trị của 
các mệnh đề trong S. Số mệnh đề trị này là vô hạn. Việc chọn một 
tập con hữu hạn: thỏa tính chất là tập con hằng sai trong tập vô hạn 
là không đơn giản. Một phương pháp tiến hành đi tìm một tập con 
hữu hạn bằng cách dựa vào tính chất của không gian Herbrand. 
Không gian Herbrand bao gồm từng lớp lồng vào nhau. 
Phương pháp Gilmore $0. ghá» A&. 46042 —~#ezm ) 
Đây còn gọi là phương pháp nhân của Gilmore. 
Gilmore đưa ra một thủ ME tÌm các tập hợp mệnh đề trị S, hữu 
hạn. 
S¡ được phát sinh bằng cách thay các biến trong S bằng các phần 
tử trong tập hợp H, của S. Tăng dần ¡ cho đến khi tìm được số 
nguyên n để có S„ là hằng sai. 
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Khi mỗi §, được phát sinh thì kiểm tra xem S, là hằng sai hay 
không. Bằng cách lấy các phần tử của S, nhân với nhau. Nếu một 
cấu trúc giao của dạng chuẩn hội chứa cặp bủ thì toàn bộ cấu 
trúc giao bị lấy đi. Nếu cuối cùng S, trống thì S là hằng sai. 


Thí dụ : 
. Cho S§ = (p(x), ¬p(a)1. He = (a), 
—>8¿= p(a) ` ¬p(a) = 
+ S là hãng sai, 
2. Chu 8 = tp(a), ¬p(x) v q(f(x)), ¬q(a))}, Hà = {a), 
SÄ_= pid) 4 (¬p(a) v q(f(a))) ^ =¬q(f(a)) 
- IP(4) A ¬p(a)] v [p(a) ^ ¬qf(a))]) ^ ¬q(f(a)) 
là ` q(f(a)) ^ ¬q(f(a)) 


ö. Cho Sz # í¬p(x) v q(f(X).x), p(X), s80) z). 
Với không gian Hạ = (a), tìm tất.cả mệnh đề trị của S : 
S¿ = t¬p(a) v q(f(a).a), p(a), ¬q(a.a)}, 

dễ dàng nhận thấy Sạ khởng hằng sai. Do đó tiếp tục với S¡. 


Với không gian H; = (a; f(a)1, đặt f(a) = b ta có H; = ta, b}. 


Thay x, y. z trong 8 bằng giá trị trong không gian H;, ta có : 


u 
Sh 


¡ ¬p(a) v q(b.,a). p(a). ¬q(a,a)}, thay xza, y=a, z=a, 
+ ¬P(a) v q(b,a). p(a), ¬q(a,b)}, _ thay x=a, y=a, z=Ðb, 
¡¬p(a) v q(b.a), p(a). ¬q(b.a)}, thay x=a. y=b, z=a, 


¡ ¬B{a) v q(f(a),a). p(a), ¬q(b,b)!,,_ thay x=a, y=b, z=b, 
¡ ¬B(b) v q(f(b),b), p(b), ¬q(a,a)). — thay x=b, y=a, z=a, 
¡ ¬p(a) v q(b,a), p(a), ¬q(b,b)), thay x=a, y=b, z=b, 
t¬Ð(b) v q(f(b), b), p(b), ¬g(a. a)), thay x=b, y=a, z=a 
¡ ¬p(b) v q(f(b), b), p(b), ¬q(a, b)}, thay x=b, y=a, z=b 
(¬p(b) v q(f(b), b), p(b), ¬q(b, a);, thay x=b, y=b, z=a. 
¡¬p(b) v q((b). b), p(b), ¬q(b, b)}, thay x=b, y=b, z=b 
Do đó ta có tập hợp tất cả mệnh đề trị của S trên không gian H; : 
= {¬b(a) v g(b,a), p(a). ¬a(a,a), ¬p(a) vd(b.a), pí(a), ¬gí(a,b), 
" ¬b(a) v g(b.a). p(a), ¬g(b.a), ¬p(a) v d(b,a), ¬g(b,b), 
THAI v Nên b), p(b). ¬g(a, a). ¬p(b) v g(f(b), b), p(b). 
), ¬p(b) v gíf(b), b), p(b), =q(b a), ¬p(b) v g(f(b), b), 
BISPPP .. 
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= {¬p(a) v q(b,a), p(a), ¬q(a,a), ¬p(a) v q(b,a), p(a), ¬q(a,b), 
—p{a)~~g(b;a}rp(a}; ¬q(b,a), ¬p{a)}¬-a(bra}rptak ¬q(b.b).. 
¬p(b) v q(f(b), b), p(b), ¬q(a, a), ¬p€}>~a(Kb}rb)}: pfb}~ 
¬q(ar-bk ¬p(b}~+~af(b)-b}-pí(b› ¬ab-a}—p(b}>-affb)~ 
8; = (¬p(a) v g(b,a), p(a), ¬q(a,a), ¬q(a,b), ¬g(b.a), 
¬q(b,b), ¬p(b) v gíf(b), b), p(b)) 
Chọn tập con S'; của S: : 
= {¬p(a) v q(b,a), p(a), ¬q(b.a) ): 
S=[¬p(a) v q(b.a) ]^[p(a)^¬q(ba)]  < 
S'= (¬p(a) ^ [p(a)^ ¬q(b,a)]) v(q(b.a) ^ [p(a)^ ¬q(b.a)]) 
= ([p(a) ^ p(a)] A ¬q(b.a) ) v ([q(b,a) A ¬q(b.a)] ^ p(a)) 
S=(.A ¬q(b.a) ) v (2A p(a)) = 2 
Do đó S¿ là hằng sai. Nên số nguyên n tìm được ở đây là 1. 
Vậy S là hằng sai. 
Nếu S; không là hằng sai thì tiếp tục khảo sát tính hằng sai của 
S¿, Sa, Sa.. 


Nhân xét : 
Phương pháp nhân không hiệu qủa vì việc khảo sát tính hằng sai 
của các tập hợp S. không đơn giản. 


Phương pháp Đavis..Punam &s ` 
Davis và Putnam đã đưa ra một cải tiến trên phương pháp nhân 
của Gilmore. 
Lấy S chính là một S, ở trên. 
Phương pháp này có các qui tắc sau : 
1. Xóa mệnh đề hằng đúng 
Xóa tất cả mệnh để là hằng đúng khỏi S. 
Tập hợp còn lại là hằng sai nếu và chỉ nếu S là hằng sai. 
Điều này hiển nhiên vì tính hằng sai của cấu trúc giao không 
bị ảnh hưởng bởi một thành phần giao là hằng đúng. 
Thí dụ : 
Sz bẩm a), ¬p(b) v q(f(a).a), p(g(b))), 


mệnh đề hằng đúng 


T5 


Ws~ se duetA 


— S” = (¬p(b) v q(f(a).a). p(g(b))1. 
Do đó S hằng sai nếu và chỉ nếu S hằng SP 
2. Xóa mệnh để đợnvj -, #“Ứ({e + ư#ớy "g2. 
Nếu có mệnh đề đơn vị L xuất hiện trong S thì 
a. Xóa L. 
b. Xóa.các mệnh để có chứa L. Nếu kết qủa là tập hợp ÿSHg 
„Đi S khả đúng. vì de, xo ©1224 4x eeÝ cT thở 
ˆ Xóa ¬L trong các mệnh đề chứa ¬L. Nếu có ¬L cũng là 
mệnh để đơn vị thì thay nó bằng mệnh đề trống. 
Tập hợp kết qủa là hằng sai nếu và chỉ nếu S hằng sai. 
Giải thích : : 
Cần loại bỏ những yếu tố không tham gia vào việc làm S hằng 
sai. Đối với mệnh để đơn vị, có thể chọn diễn dịch đẻ mệnh 
để đơn vị đúng. VI chỉ xét tính hằng sai của S nên mệnh đề 
đơn vị không tham gia vào việc làm cho S hằng sai. 
Nếu mệnh để đơn vị có giá trị đúng thi nó không ảnh hưởng 
đến tính hằng sai của S. do đó có thể bỏ đi. Các mệnh đề X 
chứa mệnh đề đơn vị đúng nên cũng đúng. Do đó có thể bỏ X 
đi mà không ảnh hưởng đến tính hằng sai của S. Do phủ định 
của tiệnh để đơn vị có giá trị đúng. nên có thể bỏ nó khỏi các 
mệnh đề Y chứa nó vẫn không làm ảnh hưởng đến tính hằng 
sai của S. 
Thí dụ : 
3= (p(a) v ¬p(b). p(a).*b(a) v q(f(a),a)1, 
L = p(a) và tất cả mệnh để trong S đầu chứa L. 
Do đó khi xóa các mệnh lế chứa L thì S trở thành trống. 
tk S khả đúng 
= (p(a) v ¬p(b) , D(A) v qữ(a) a), p(g(b)) v ¬p(a)), 
6m hiện xóa ở bước 1 S trở thành (p(g(b)) v ¬p(a)), tiếp 
tục bước 2 S trở thành ¡p(g(b))). 
Do đó S hằng sai nếu và chỉ nếu (p(g(b))}) hằng sai. 
3. S = ¡p(a) v ¬p(b), p(a), p(a) v q(f(a).a), ¬p(a). p(g(b)) v 
¬p(a)}, thực hiện xóa ở bước 1 S trở thành t¬p(a), p(g(b)) 
v ¬p(a)}, tiếp tục bước 2 S§ trở thành (~, p(g(b))}. 
VÌ mọi mệnh đề X đều có thể viết X=eXv' 
Do đó § hằng sai. 
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=(P‹©Q.-R.,Pv-Q.-P.R.U! L=-Pthi— Riski 7M 
Do đỏ bước 1 biến S thành 'P .O -—A.P. -93.RAU:. 
kết quà bước 2 là ‡Q . —R. —Q R.U). 
Trếp tục bước 1 vỏiL =U Ta còn ;O.. -R -9.ñ) 
Bước † vỏiL = R. ta có ¿Q.. -R. -Q!. 
Bước 2 cho (Q , ¬Q). Cuối củng S trở thành ( } 
Vậy S hằng sai. “ - 
N BoiSS có nhiều mệnh để đơn vị thì co thể chọn bát 
kỳ mênh đề đơn vị nào để bãi! đầu cũng được 
3. Xóa lưỡng nguyên dương 
Lưỡng nguyên L xuất hiện trong các mệnh đề của s HiỆÊng 
¬L không xuất hiện trong S thì L gọi là 5:65 126752 Ó 
Xóa tất cả mệnh đề chứa lưỡng nguyên dưỡng L. l 
Tập hợp kết qủa S' là hằng sai nếu và chỉ nếu S hãng sai 
Giải thích : .. 
Trong tập S sẽ loại bỏ các yếu tổ không tham gia vào việc làm 
cho S sai Những diễn dịch của S tàm cho lưỡng nguyên 
dương đúng thi các mệnh để chứa lưỡng nguyên dương này 
cũng đúng. Do đó các mệnh để này không tham gia vào việc 
làm cho S hằng sai. Vì vậy loại bỏ chúng đi 
Thị dụ_ 
S=‡P.Q.P-.-QRnvQG.R.-Qt. 
Mệnh để P thòa điều kiện lưỡng nguyên dương. ie có L = P vì 
không có —¬P xuất hiện trong S. : 
S trở thành tR v„ Q.R + —Q), tiếp tục với L = R thì còn lại là 
tập hợp trồng C. 
Tập hợp mệnh đế bằng trống thì hằng đúng. 
Do đó S tà khả đúng. 
Nếu có nhiễu lưỡng nguyên đương thi bất đấu bằng lưỡng 
nguyên dương nào cũng được. 
Nhân xét : 
Nếu tất cả mệnh để đều chứa L 


đúng 
. Phân rã 


Nếu S được biển đổi thành 
(ÃAsvL) A... A (A+ vL) A (Bš v —U) ©... x(B-v ¬L) ^R, 


T17 


với L và ¬L không xuất hiện trong A,„ B, R, 
thì đặt S, = Ai A.... Am AR và Sa=B¿A... A Ba ^ R. 
S là hằng sai nếu và chỉ nếu (S; v Sạ) hằng sai, ie cả S¡ và S; 
là hằng sai. 
Dễ dàng lý giải cho nguyên tắc phân rã 
Phương pháp phân rã chìa tập các mệnh để ra làm 3 nhóm : 
một nhóm chửa lưỡng nguyên L, nHồm thứ 2 chứa ¬L và 
nhóm thử 3 là nhóm không có chứa L và ¬L. 
Thí dụ: : 
S= (PvQ@, Pvẻt¬Q,SvẻQ,Sv¬Q,SvT), 
với L = Q thì S trở thành 
S=(PvQ,§vQ, Pv-Q.Sv-Q, SvT). 
Do đỏ S hằng sai nếu và chỉ nếu ` 
S:= (P #ứ, Sx⁄4, SvT) và 
S; = (P #⁄@,Sx44, S vT) hằng sai. 
Phương pháp phân rã thường được sử dụng sau cùng. Khi các 
phương pháp mệnh đề đơn vị , lưỡng nguyên dương không áp 
dụng được. Nhờ phương pháp phân rã sẽ làm bộc lộ ra các 
mộnh đề. đơn vị và lưỡng nguyên dương. 
Nhân xét : 

1. Phương pháp David-Putnam chỉ được thực hiện trên tập các 
mệnh để trị của tập mệnh đề S. Nghĩa là các mệnh đề của luận 
lý mệnh để. Chương tiếp theo sẽ để cập đến một phương pháp 
được thực hiện trực tiếp trên tập mệnh để S ban đầu. Nghĩa là 
phương pháp thực hiện trực tiếp trên mệnh đề của luận lý vị từ. 

2. Các qui luật này được áp dụng tuần tự tử 1 đến 4. Một qui luật 
nào đó có thể áp dụng nhiều lần. Và có thể bắt đầu lại với qui 
luật 1 cho đến 4 nhiều lần đến khi đạt được kết quả. 


& c = 
: zta( #(erbYz : 
do —*> se » 
f => —c† 


ju.. đụ 


B 


Phương pháp phân giải được J.A. Robinson giới thiệu vào năm 


19659. 
Do qui tắc truyền 

(P-> Q), (Q —= R)E(P— R), 
tacó (¬PvQ), (¬Q vR)E(=Pv BỊ. 
hay  (TvQ), (¬Q vR)E(Tv R). 
Mệnh để (Tv R) sẽ được gọi là phân giải của hai mệnh đề (Tv Q) 
và (¬Q v R). 
Theo kết quả của định lý Herbrand, việc chứng minh một công thức 
hằng sai được thực hiện trên tập hợp các mệnh để trị (trở thành 
mệnh để của luận lý mệnh đề). Điểu này có một bất lợi là số mệnh 
để trị gia tăng rất nhanh trong quá trình phát sinh. 
Phương pháp phân giải thực hiện trực tiếp trên tập mệnh đề của 
công thức ban đấu. Đây còn có thể xem là sự mở rông qui tắc xóa 
mệnh để đơn vị của Davis-Putnam. 
"Nguyễn tắc phân giải là một cách sản sinh những mệnh để. Các 
mệnh để này có thể được suy diễn từ tập hợp mệnh để ban đầu. 
Tư tưởng cơ bản của nguyên tắc phân giải là kiểm tra xem tập 
mệnh đề có chứa mệnh đề trống hoặc sản sinh ra mệnh để trống 
hay không. 
Nếu tập mệnh đế chứa mệnh để trống thì cây ngữ nghĩa đóng chỉ 
có một đỉnh là gốc. 
Khi bổ sung thêm những mệnh đề được suy diễn thì các đỉnh của 
cây ngữ nghĩa đóng sẽ giảm. Tiếp tục cho tới khi cây ngự nghĩa 
đóng chỉ còn là đỉnh gốc. Đấy là lúc mệnh để trống được sản sinh. 
Việc chứng mính tính chất hằng sai của một công thức được hoàn 
tất. 
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Để lảm giảm số mệnh đề trong S thì biến đổi các mệnh để sau cho 
chúng đồng nhất được với nhau. Tuy nhiên tính hằng sai của S vẫn 
phải được duy trì. Việc biến đổi dựa vào sự khác biệt của các mệnh 
đề. 'Thay thế các dị biệt để đồng nhất chúng lại với nhau. Các hoạt 
động biến đổi được cụ thể hóa thành TỆNg tập hợp, gọi là các thay 


ế, Số 
D €, Úc, dit_e “SP Ù3»¿z2 


Thay thể 6 I 
biến, mỗi t 
†1.tz vụ, VÌ 
.2, Vị z Vụ Với 


một tập hợp hữu . ..„ ta/V2}, với mỗi v, là 
nguyên từ : \ HỦ 


Thí du: : 
Các tập hợp 

(f(2)/X,y/2), 

tg(y)/x, f(h(x))/y, f\y)/z, z/9, 


> " ÔÒỒ 
aø€ dưa aưưn ẩn kự3 2x 


{a/x; b/ỳ, y/2}, - _— 
và {y/X, Z/y, x/z) là các thay thế. ~⁄ =m— 2 
Nhưng ÁLịcg AI£ 4y TŠXY - 
((Œ2)/X, z/2) N 


và (a/x, b/x, x/z) không là thay thể. 
Vi lần lượt vi phạm tính chất 1, 2. 


Biểu thức 
Biểu thúc có thể là : 
- nguyên từ, hoặc 
- tập hợp các nguyên từ, hoặc 
- công thức nguyên, hoặc 
- tập hợp công thức nguyên, hoặc 
- mệnh đề, hoặc 


- tập hợp mệnh đề. 
Nếu biểu thức không chứa biến thì gọi là biểu thức trị. 


“bác “ l TUớN nh Ta b VỀ 


Thí dụ : 

E =p(xy.f(a)), 

F = g(a.X), 

G=x, 

H= (x, q(xy), f%)) 
là các biểu thức. 


Biểu thức con 
Biểu thúc con của một biểu thức E là biểu thức xuất hiện trong 
biểu thức E. 


Thí dụ: : 


E = (p(f(a),g(x)). p(y.y) ) có f(a), a, g(x). x, p(y.y), y là các biểu . 
thức con của E. 


Biểu thức đơn 
Biểu thức đơn là một nguyên từ hoặc một lưỡng nguyên. 


m 1 
=8 
@- 
E 


` 


={p Hy: g(x))}, F = tp(y,y)) là các biểu thức đơn. 
G = (pf(a).g(x)). p(y,y) } không là biểu thức đơn. 


Biểu thức thế 

= (t/Vì, .., ta/Vva} là một thay thế và E là một biểu thức. 

E0 là một biểu thức thế có được bằng cách thay thế đồng thời mỗi 
hiện hữu của các biến vị bởi các t, tương ứng. 

Biểu thức thế không nhất thiết phải là biểu thức trị. 

Thí du : 

1. C = p(x)v q(x) thì Go = = p(f(y))v q(fy)) là một kết quả của C€ 
bằng thay thế 0 = (f(y)/x). C0 được sọi là biểu thức thế của C 
qua phép thế 0. 

2.D = p(f(x))v q(y) thì D7. = p(f(g(y)))v q(f(h(x))) là biểu thức thế 
với thay thế 2. = (g(y)/x, f(h(x))/y, Í(y)/z, z/1. 

3. E =p(x)v q(y) thì Eơ =p(a)v q(f(b)) là biểu thức thế với thay thế 

¬ơ= {a/X, f(b)/y, fy)/z, 2/4. 


Là) 


Nhân xét : 
1. Điều kiện đồng thời rất quan trọng. Nếu không, 

a. Ta có E = p(x) v q(z) và 0 = {Í(z)/x, y/z}. bước đầu thay thế x 
bằng f{z) ta có p(f(z))v q(z) kế tiếp thay z bằng y ta có biểu 
thức thế là p(f(y))vq(y). Nhưng nếu 0 = {y/z, f(z)/x !, bước 
đầu thay thế z bằng y ta có p(x)v q(y) kế tiếp thay x bằng f(z z) 
ta có biểu thức thế là p(f(z))v q(y). 

b. Ta có E = p(X) v q(z) và 0 = (z/x, x/z), thì E thành p(z) q(2), 
thành p(x) v q(x), thành p(2) v q(z),... 

2. Trong biểu thức thế vẫn còn biến nên có thể được thế nhiều 
tần nửa, ° _ 
_ R ;ctc + x+⁄( 474/177, 
Toán tử Hợp nối trên lớp các thay thế “5= ` an : 
Hợp nối hai thay thế 0 = {S¿/Xị,..., Sa/Xa} Và 7= {/Vm.... Em/Ÿm} 
- là một thay thế (S4/./Xị,..., Sa2./Xa, ty/y, .... ta/ym}, trong đó : 
1. Xóa các phần tử s/./x, mà s/. = x„ và 
2. Xóa các phần tử t/y, mà y, e {X‹,..., Xa). 
Thay thể hợp nối được ký hiệu 0,7. hay 0/.. 


Thí du : 
Lấy . 
Đ= {S//Xi, S2/Xa] = [Í(y)/X, Z/y} và 
2= [h/W:, ta/V¿, tạ/V:) = {a/X, b/y, y/Z) thì 
07. = {Í(b)/x, V/v, a/x, b/y, y/z)(bỏ hai phần tử giống nhau), 
0.= {Í(b)/x,a/x, b/y, y/z)(biến x, y thuộc tập biến x:, X¿), 
02. = {f(b)/X,y/Z), * 
và < ⁄ day bà € 
;t= (a0/X, b0/y, y0/Z} Su gi” Xí À l - 
0 = (a/X, b/y, z⁄2) : 
2U = {a/x, b/y). : 
và 
07.0 = {f(b)0/x, y0/Z, Z/y), 
Ú7.0 = (Í(b)/X, Z/Z.Z/V}, 
07.0 = {Í(b)/X, 2/}. "“..- 


` 


lu SÓi, /Ð-/////0 46 9 Ca „em 
 .-.... 


. Tính chất của toán tử hợp nối 
Lấy 0, ?., ơ là các thay thế, ta có 
3. Ôc = cô = 0. 
2. (E6). = E(07), với mọi biểu thức E. 
3. (92.)ơ = 0(2ø). 
4.02 +?.0 
Chứng minh : 
1. Hiển nhiên. 
2. Chỉ cần lấy E là biến x và 
- 02 {[S4/Xt,..., Sa/Xn), 2= (t/Va sa Đm/Vm}. 
Nếu xe(xị,..., Xa}c2{ti, ..., Yym} thì (x9)2. = x(97.). 
Nếu x = x¡ thì (x0). = s/. và 
X(92) = X,{S4)./X\,..., Sa?./Xa, Đị/V+, ..., En/ŸVm} = SỬ~ 
-_ Đo đó (x0)?. = x(92.). 
Nếu x = y,Thì (x0). = y/. = t, và ˆ 
X(U?.) = Y¡{S12./Xì, ..., Sn2./Xa, tạ/Vt, ... tỉ/Vm) = tị 
Do đó (x0)?. = x(02.). l 
Ấp dụng truy chứng để hoàn tất chứng minh. 
3. Lấy biến x do 2 ta có (x(02))ø = x(0(/.0)). 
Vì x là tùy ý nên (6;)œ = 00.2). 
4. Dễ dàng từ thí dụ trêầ. ⁄ -- 


Đơn tử 


Tập hợp đơn từ hay đơn giản gọi là đơn tử là tập hợp chỉ có một 
phần tử. 


Thị du : 
Các tập hợp 
(p(a.y)), 
(p(x.f(b))}, 
(p(a,y)v p(X.f(b))), 
{p(a,y)v p(@xf(b)) v q(x)} 
là đơn từ, 


Nhưng tập hợp (p(a,y), p(x,Í(b))} không là đơn tử vì nó có hơn một 
phần tử. : 


Đồng nhất thế {A4 w“ ¬- 
Một thay thế 0 được gọi là đồng nhất thế của một tập hợp 8 các 


biểu thức (E:,..., E.) nếu E:0=... = E¿Ð9, 
ie tập S trở thành đơn tử sau khi thay thế. 
Một tập hợp các biểu thức (E:,..... E} được gọi là khả đồng nhất 


thể nếu nó có một đồng nhất thế. 


Thí du_ : 

1. Tập hợp (p(a,y), p(x,b))) là khả đồng nhất thế vì nó có một 
đồng nhất thế 0 = (a/x,f(b)/y)}. 

2. Tập hợp (p(f(x),a), p(y,f(w))} là không khả đồng nhất thế vì 
thông số thứ hai không thể đồng nhất. 

3. Tập hợp tpí(a,y), p(x,f{b)), p(b,z)} là không khả đồng nhất thể. 
Tuy 9 = {a/x, f(b)/y} đồng nhất hai phần tử pí(a.v) và p(xf(b)). 
Nhưng không thể đồng nhất p(a,y) với p(b,2). 


Đồng nhất thế mqu 
Một đồng nhất thế 0 của một tập hợp S các biểu thức {E:,.... Ex] 
là mgu nếu với mỗi đồng nhất thế ø của S có một thay thế ?. sao 
cho ø = U2.. : 


Thí du: 
"Tập hợp tp(f(%),Z). pÓ, a)) là khả đồng nhất thế vì có ơ= (f(a)/y 
a/x, a/Z}. 

Một mgu của tập hợp là 0 = (f(x)/y, a/Z). 

Một mgu khác là 0*“= tf(z)/y, a/Z, Z/X). 

Dễ dàng chúng minh rằng ø = 0{a/X}, ø= ĐI sac, 

Ù Tên hư và 0'= 0{X/Z). 


8 


Nhân xet: 
1. Đồng nhất thế mgu còn được gọi là đồng nhất thế tổng quát 
nhát 
2. Một đống nhất thể 0 là mgu thì trong các biểu thức t của 0 đều 
có chứa biển nếu không thì các đồng nhất thế khác cũng không 
chưa biển. 


Tập bất đồng 
Tập bãi đồng của một tập hợp S các biểu thức đơn là tập hợp 
gốm hai biểu thức con của S. Biểu thức con được lấy từ trái qua 
phải. Bắt đấu tại nơi có ký tự khác nhau đầu liên của hai phần tử 
của S. `" z. 


“ Nền lá? 
đệ. s6 ( ›) a 2 __ XP Tư: Ặ đu 
` 


1. S = tp(xf(y,)), p(x.a), p(x,g(h(k(x))))! có tập bất đồng là y, 

tf(y,Z), ai. 

2. S= p(f@).h(y).a,te)), pff@),z.kb).hy)). — 7/44 ÿSIN 5 Zcý cn 
pf(x),h(x),b,g(h(x)))) có tập bất đồng là th(y). ZJ. 


Thuật toán đồng nhất 
S là tập hợp các biểu thúc đơn. 
1. Đặt k= 0 và 0; = ¿. 
2.Nếu 
Su, là một đơn tử 
thì dừng. 
Ngược lại, 
tìm tập bất đồng D, của Su,. 
3. Nếu 
D, có một phần tử là biến v không là biểu thức con của 
phần tử thứ hai là biểu thức t 
thì — 7 
đặt 0¿,; = 0,(t/v}, tăng k lên † và quay lại bước 2. 
Ngược lại, 
dừng và kết luận ) hà k. khả đồng nhất thế. 


Kuền đe “hấy Z0~/-, ¿cầu «+ p# '=>@& ta 


R5, 


S = (p(a.x,h(g(2))). p(z.h(y),h(y))) 
a. Đặi k = Ö và 0o = c. 
b. Dạ =(a, z), lấy biến v = z và biểu thức t = a 
ta có 0; = (a/z) và S0; = (p(a,x,h(g(a))), p(a,h(y).h(y)):. 
c. D; ={x, h(y)), lấy biến v = x và biểu thức t = h(y). 
ta có 0; = {a/z, h(y)/x) và 
S8 = (p(a,h(y),h(g(a))), p(a,h(y),h(y))} 
d. Dạ =(y. g(a)), lấy biến v = y và biểu thức † >g(a), 
ta có 0a = (a/z, h(g(a))/x, g(a)/y) và 
90a = {p(a,h(g(a)).h(g(a))), 
do đó S là khả đồng nhất thế và 9a còn là một mgu. 
2. S = (pf(a),g()). p(y,y)} 
a. Đặt k = 0 và Ôạ = g. 
b. Do ={Í(a), y}. 0 = {f(a)/y} và 
39: = (pữ(a),g(x)), p(f(a),f(a))). ¬ 
c. D¡ ={g(x), f(a)), không chọn được biến v trong Dị, 
do đó S là không khả đồng nhất thế. 
‹j. S'= (p(X,X), p(V,fy))) 
a. Đặt k= 0 và Ủa = e. 
-b. Dọ ={xX:V}, 0 = {(X/V} và S0: = {p(X,x), p@XfŒ))). 
c. Dị ={x, f(x)}, biến v = x là biểu thức con của biểu thức 
t= f(x). Do đó S là không khả đồng nhất thế. 


Nhân xét: 
1. Trong bước hai của thuật toán, ta có thể có x$Hiểu khả năng 
chọn cho biến v và biểu thức t. Dù lựa chọn nào cuối cùng của 
thuật toán là cùng một kết qủa. 
2. Một dạng khác của thuật toán, thay vì tìm tập bất đồng của chỉ 
hai phần tử trong tập hợp, người ta tìm sự bất đồng của tất cả các 
phần tử có trong tập hợp. 
Thí du : 
= tp(x.x), p(y,f(y)), p(a,b)} có tập bất đồng là Do =(x, y, ã). 

thay vìlà Do={Xx,Vy}. 

Nếu chọn dạng thứ hai thi thuật tdán phải có một chút Đa) đổi. 
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Định lý : (Đồng nhất) 
S là một tập hữu hạn các biểu thức đơn thì thuật toán đồng nhất 
có điểm dừng. 
Nếu S khả đồng nhất thế thì 0, tại bước dừng là mgu. 
Chúng minh: 
Dễ dàng nhận thấy thuật toán dừng vì tập S là hữu hạn. 
Do đó chỉ cần chứng minh nếu S khả đồng nhất thế thì 0 tại bước 
dừng là mqgu. 
Truy chứng trên số bước k tìm 0¿. 
Giả sử điểm dừng k = 0. 
Lấy 0o = s, với ø là một đồng nhất thế bất kỳ thì ø = 0ạơ. 
Chọn thay thế ?. chính là ơ nên œ = 0g. 
Do đó 0g là một mgu. 
Giả sử tại bước dừng thứ k định lý đúng, ie với mọi đồng nhất thế 
ø bất kỳ thì có thay thế ?.„ sao cho ơ = Ô7.e. 
Ta chứng minh tập S có bước đừng k+† thì 0z„; cũng là một mgu 
của S. 
Tập bất đồng Dạ =(†, v), 0; = {t/V) và ta có S0:. 


Do đó tập S0; có bước dừng thứ k, nên theo giả thiết truy chứng 


(0x. — 0) là một mgu của Sứi.. 
Lấy ø là một đồng nhất thế bất kỳ của S thì ơ - 0; là một đồng 


nhất thế của Sú;, do 0¿¿ì — ® là mqgu nên có một thay thế 2 'của " 


S0, sao cho ơ ~ + = (Ox¿+ ~ 84)2.1 
Vì7-' là thay thế của 80; nên 2. = 25+ 0; là một thay thế của S. 
Do đó 7' =7. - 0A. 
Nên ø - U = (Ox„¡ ~ 04)Ú. — 03), 
Suy ra ơ =- (Ôk„1).. 
Vậy 0„,; là một mgu của S. ⁄/- 

Nhân xét : 
1. Định lý trên là một khẳng định thuật tiầu đồng nhất là đúng 
đắn. 
2. Thuật toán chỉ trình bày cho trường hợp biểu thức đơn. Việc mở 
rộng thuật toán cho trường hợp biểu thức bất kỳ là không khó 
khăn. Về mặt ý tưởng vẫn không có gì thay đổi. Sự mở rộng này 
chỉ làm tăng thêm độ phức tạp về mặt SP trình. 
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: Xa. 

Thừa Số ~>” Sim cyacrvG GN . sac SH Tế, bi 
Nếu hai lưỡng nguyên (cùng dấu) của một mệnh để C có một 
mgu 0 thì Cũ được gọi là một thừa số của C. 

Nếu C0 là một mệnh để đơn vị thì C0 được gọi là một /hửa số đơn 
vị của G. 
Thí du: 
1. Lấy G = p(x)v p(f(y))v ¬q(x) thì lưỡng nguyên thứ nhất p(x) và 
lưõng nguyên thứ nhì p(f(y)) có mgu 0 ={f(y)/x). 
Do đó CU = p(f(y)v ¬q(f(y)) là một thừa số của C. 
2. Lấy D = p(x)v p(f(y))v ¬q(x)v p(z) thì 
- P() và p((y)) có mgu 0 ={f(ÿ)/x}, 
D0 = p#(y)v ¬q((y)) v p(z) là một thừa số của D. 
- p(z) và p(f{y)) có mgu ¿ ={f(y)/Z), 
Dạ = p(x)v p(f(y) v ¬q(x) là một thừa số của D. 
- p(x) và p(Z) có mgu y={x/z), 
Dy = p(x)v p(f(y) v ¬q(x) là một thừa số của D.... 
3. Lấy E = p(x)v ¬q(f(y))v ¬q(x)v q(fx)) v p(z) thì 
- p(X) và p(Z)):có mgu Ú ={X/Z}, 
EU = p(x)v ¬q(f(y))v ¬q(x)v q(f(x)) là một thừa số của E. 
- ¬q(x) và ¬q(f(y)) có mgu ÿ ={Í(y)/x), 
E = pf(y))x ¬q(f(y))v q(f(f(y))) v p(z) là một thừa số của E. 
4. Lấy F = p(x). ¬q((y))v ¬q(x)v q(f()) v p((y)) thì 
- p(x) và p(f(y))) hay có mgu U =tÍ(y)X), 
F0 = p(f(y))+ ¬q(f(y))v q(fŒ(y))) là một thừa số của F. 


xưa 


Không có gì ngăn trở việc lấy thừa số của một thừa số. 


Phân giải nhị phân |pưu v¿4e¿t0+ 
Lấy € và D là hai mệnh đề không có biến chung. - 
Nếu có hai lưỡng nguyên Lẹ, Lo của C, D tương ứng để L và ¬Lo 
có một mgu 0 thì mệnh đề 
(C0 — Lc0) ¿z (DU - LọU) 
được gọi là một phân giải nhị phần. 
làn tử "-" trong (CU ~ LẹU0) bà là tiệnh để C0 bỏ đi mệnh đề 


L..). # TP, Ụ đo _—2 lở) 
224 v9 ¬ -~ /4 v2- 


`... 


Thí du : 
Lấy C = p(x)v q(x) và D = ¬p(a)»: r(x). 
Vì hai mệnh đề cỏ cùng biến x, ta đổi tên biển x trong D thành y, 
D = ¬p(a)v r(y). 
Chọn L¿ = p(x) và Lo = ¬p(a). 
Do đỏ ¬Lo = p(a), Lc và ¬Lp có mqu Ð = {a/xì. 
Vì vậy 
(Co - Le) v (DA - Lẹ0) = 
((p(a) v q(a)) - p(a)) v (p(a) x- r{y)) - ¬p(a)) 
= q(a) v rẲ). 
Vì vậy (q(a)v r{y)) là một phân giải nhị phân của C và D. 


Nhân xét: ˆ. 
Trong thực tế sử dụng thì điều kiện không có biển chung là không 
bắt buộc. 
Thí du : 
Lấy C = p(x)v q(x) và D = ¬p(a)v q(x). 
Nếu đổi tên biến x trong D thành y, D = ¬p(a)- q(y). 
Phân giải nhị phân của C và D là (q(x)x q(y)). 
Nếu không đổi tên biển. Phân giải nhị phần của C và D là q(x). 
Hai phân giải này sai biệt nhau một thừa số. 


Phân giải 

-Phân giải của hai mệnh để C, D là : 
1. Phân giải nhị phân của C và D, hoặc 
2. Phân giải nhị phân của € và một thừa số của D. hoặc 
3. Phân giải nhị phân của một thừa số của C và D, noặc 
4. Phân giải nhị phân của một thừa số của € và một thừa sô 

của D. 
Ký hiệu pg(C,D) là một phân giải của C và D. 


Thí du : : 

C = p(x)v p(f(y)) v r(g(y)) và D = ¬pff(g(a)))- q(b). 
Một thừa số của C là C'= p(f(y)) v r(g(y)). SE) IS 
Một phân giải nhị phân của C' và D là r(g(g(a))) - q(b). 
Vì vậy pg(C, D) = r(g(g(a))) v q(b). l 
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Định tỷ lén 
Phân giải là hệ quả luân lý của các mệnh để được phân giải. 
Chứng minh : 

Lãy C và D là hai mệnh để không có biến chung. 

a. Phân giải nhị phân của C và D: 
lệg mệnh để C và D có một phân giải nhị phân 

= (C0 - Le0)v(D+: * Lo0), với Lẹ của C và Lạ của D. 

S và ¬Lp có một mgu 0, ie Lẹ0 = ¬Le0 =L 
Đo đỏ R = (C0 ~ L) v (D0 - ¬L). 
Lấy ! là một mô hình của € và D. 
Giả sử L đúng trong ¡ thì ¬L sai trong †. 
do đó (Du - —L) Cũng còn đúng trong !, nên R đúng trong !. 
Giả sử L sai trong I, do đỏ (C0 - L) cũng còn đúng trong l, nén 
đúng trong I. 
Vậy R là hệ quà luận lý của C và D. 

b. Phân giải nhị phân của C và thừa số của D: 
Gọi D' là thừa số của D„ do đó D' = D¿. với ?. là mgu của hai 
lưỡng nguyên trong D. 
Lấy I là một mô hình của € và D thì I cũng là mô hình của € và 
D', Từ kết quả câu a thì phân giải nhị phân R của € và D' là hệ 
quả luận lý của C và D'. Do đó R cũng là hệ quả luận lý của € 
và D. Các trường hợp còn lại là áp dụng của hai trưởng hợp 
trên. ⁄ 


Nhân xét: 

._1. Phân giải nhị phân áp dụng cho luận lý mệnh đề, lúc đó 
L¿= ¬Lo =L. 
Nếu có một lưỡng nguyên L sao cho mệnh đề € cha L và 
mệnh đề D chứa ¬L thì (G ~ L)v (D - ¬L) được gọi là một phản 
giải của hai mệnh đề C và D. 
Thị dụ : 
€ = PvR và D s —¬P›x Q với L =P thì (C - L)v (Ð Bên (R-©@) là 
một phân giải của C và D. 

:2: Nguyên tắc phân giải là một mở rộng qui tắc xóa mừnh để đơn 
vị của Davis-Putnam. 
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Thí dụ : : 

Với hai mệnh để C = P và D = ¬Pv Q áp dụng qui tắc xóa mệnh 
để đơn vị P thì có mệnh để Q. 

3. Phân giải của hai lưỡng nguyên đối ngẫu là mệnh đề trống. 


Suy luận 
Một suy luận của mệnh đề C từ một tập hợp các mệnh đề S là 
một chuỗi hữu hạn các C;.... ©, sao cho mỗi C, là một mệnh đề 
của S hoặc là một phân giải của các mệnh đề đứng trước C, và C. 
=€. 
Nhân xét : h 
1. Khái niệm suy luận trùng với khái niệm chứng mình đã định 
nghĩa trong luận lý mệ nh đề và luận lý vịtỪ. * : 
2. Một suy luận của “— từ S được gọi là một chứng minh phản 
chứng. 
3. Lấy T = (p(x,y), pX/G))- 
một đồng nhất thế 9 = (a/x, f(b)/y, b/Z}, : 
một mqu ø = (Í(2)/y), 
tìm được ?. ={a/x, b/2}, 
sao cho 8 =ơ:?.. 
Lấy S = (p(x.y), p(x,f(z)), q(x,g(x)), q(x.g(a))) 
S0 = (p(a,f(b)), q(a,g(a))) 
._Sơ= {p(x.f(z)), q(x,g(x)), q(x.g(a))). 
` Số phần tử của biểu thức thế Sơ đối với mgu ø trên tập con T. 
của S nhiều hơn hay, bằng số phần tử của biểu thức thế S0 đối 
với đồng nhất thế 09 bất kỳ trên tập con T của S. 


: : 

Bổ đế Nâng j;© ` 
Nếu S là một phần giải của hai biểu thức thế của hai mệnh đế C 
và D tương ứng thì có một phần giải R của C và D sao. cho S là 
biểu thức thế của R. - - 

Chúng minh : 
Đổi tên biến trong C, D để chúng không có chủng tên Hiế b2. 
Cy và Dy là biểu thức thế tương ứng của mệnh đề C và D với tay : 
thế +. 

vớ tà 


ĐẠI ' 
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Vi C và D không có chung biến nên có thể chọn chung một th¿y 
S là một phân giải của Cy và D;, nên có lưỡng nguyên L của C; 
và M của D; sao chơ L và ¬M có một mgu 0 thỏa 

S= (C;0 - Lu) -: (D9 - M0). 
L¡..... L. là tất cả lưỡng nguyên trong C sao cho 


L;x0 =... = L0 = L0, và.M¿,..., M: là tất cả lưỡng nguyên trong D 
sao cho M++) =... = M;¿) = MÔ, với r, s > 1. 

Do đó (L\,..... L;ì có một mqu 7+, ie L:2.¡ =... = L;2y. 

và (M›,.... M:) có một mgu 2¿, ie M2; =... = M:2a. 


Đặt ?. =7: v22, ta có thể xem ?. là mgu của {L,}. cũng như của 
{M,\}.. - 
+ là một đồng: nhất thế của thủ, (cũng của (M, )) nên có một thay 
thế + sao cho + =7.o. 
ViLryÐ = ¬Mụ0, hay L;?œ = SN 2 
nên L;?. và ¬M:?. có mqu r. 
Do Li2.a = ¬M¿Z nên ö là một đồng nhất thế của L;7. và ¬M:7.. 
Vì mgu x nên có một thay thế ‡ sao cho ø = ný. 
S =(CZ@- LU) ¿ (D0 -— Mu) 

= (C) - Lư) y¿ (D0 - M#9) 

=(C?zœ-— L7) v(D?œ-— M:?ö ))~ 

= (C7.m: - Li:<?) + (D2.x‡ - MiZ.xZ) 

c ((C7-a - L;.m) v (D2 M:2m))‡ ” 
Số:phần tử của C7. nhiều hơn hay bằng số phần tử của C0 vì ?. là 
mgu. - 
Tất cả lưỡng nguyên trong C?.r trùng với L:7.x được bao gồm trong 
tất cả (L,}, vì Li.xý = Lũ “QượHg tự đối với D).. 


. Do đó 


S = (O2 ~ Lửa) v (Di — Mua)i 
C¡. là một thừa số của C (tương tự với D7. và-D).. 
R = ((C°. )m— (Liz)m) v ((D7}z - (M:?.)m)' 
= (C?.x- đàạz kề v (D2. - M:/. an) 
S =Ri. 
Đo đó.S là một biểu thức thế của R với thay thế ?.. 


Độ 


Minh họa chứng minh của bố đề 


—————— 


lhai phản | 


` Ai =2 (mau) 


Một hình ảnh tương tự cho D. 


Nhận xét : 
?' Toản tử thay thế không phân bố với toán tử trừ. 
Thí dụ : 
Lấy € = p(x)v q(x) x q(z). L= q(x) và ¿ = tx⁄Z) thì 
(C -L)ð = (P(x)v q(x) „ q(z) - q(x))tX/Z) 
= (p(x)v q(2)tX⁄Z? 
= p@)v q(x). 
(Co - Là) = (p(x)v q(x) x q(Z))(x/Z: - q()tx⁄Z1 
= (p(x)v q(x) ⁄ q(x)) - q) 
_=p(x). 


Do đó (Có - L‡) #£ (C ~- L)Q và 
(Có - Lạ) c (C - L). 
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Định lý_ (Sự hoàn bị của nguyên tắc phân giải) 
Một tập hợp S các mệnh đề là hằng sai nếu và chỉ nếu từ S$ suy 
luận được mệnh đề trống. 


Chứng minh : 


(—¬) 


Giả sử S là hằng sai. Lấy A = {A¡, A;, Aa,... } là cơ sở của S. 
Lấy <t> là một cây ngữ nghĩa nhị phân hoàn bi, mỗi cạnh biểu 
diễn một lưỡng nguyên, 


<t> có một cây ngữ nghĩa đóng hữu hạn <t'>. 
Nếu <t> chỉ có một đỉnh gốc thì — phải TIEĐNg S do đó - 


.được suy luận từ S. 


Giả sử <t> có từ 2 đỉnh trở lên. Khi đó <t> có ít nhất một đỉnh 
suy diễn (vì mỗi nhánh là một lưỡng nguyên). 

Cây nhị phân phải có đỉnh suy diễn, nếu không thì: cây không 
bị chận. 

Lấy N là một đỉnh suy diễn trong <t'>. 

Lấy N; và Na là đỉnh sai ngay dưới N. 


Lấy 
lN)= tm¡, mạ,..., mạ} 
lN;)= {m:, mạ,..., mạ, mn,+)} 
lN¿) = (mị, mạ,..., mạ, ¬ma„+} 


N; là đỉnh sai, do đó có mệnh đề trị C, của mệnh để C trong S 
sao cho C, sai trong l(N)). 
Tương tự, Nạ cũng là đỉnh sai, nên cũng có mệnh đề trị D, của 


mệnh đề D trong S sao cho D, sai trong l(N;). 
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Nhưng cả C„ và D, không bị sai bởi l(N) do N không là đỉnh 
sai. Vì vậy C„ phải chứa ¬m,.¡ và D„ phải chứa m a.:. 

Lấy L = ¬ma,¡ và M = m„,¡. 

Một phân giải R„ của C, và D, từ hai lưỡng nguyên L và M. Ie 
f0 + (9= M] 

R, phải sai trong I(N) vì (Cy - L) và (D¿ - M) là sai trong t(N). 
Nếu (C, - L) và (D, - M) đúng trong I(N) thì €, và D, đúng 
trong l(N.) (bất kể N;). 

Do bổ để nâng có một phân giải R của C và D sao cho R, là 
biểu thức thế của R. 
Xây dựng cây ngữ nghĩa đóng <t"> cho (S +2{R)) từ <È> băng 
cách xóa các cạnh dưới đỉnh sai đầu tiên nơi phân giải R, bị 
Sai. 

Do số đỉnh <t"> ít hơn <t'> (ít nhất là đỉnh N). 

Áp dụng quá trình trên lần nửa lên <t"> có phân giải khác của 
các mệnh đề trong (S ‹;;R)). 

Đặt phân giải này vào (S ‹;{R)) ta có được một cây ngữ nghĩa 
đóng nhỏ hơn. 

Quá trình này được lập lại cho tới khi cây ngữ nghĩa đóng 
chứa chỉ một đỉnh gốc - 

Điều này chỉ có thể khi. được dẫn suất. 

Vì vậy có một suy diễn của .'` từ S. 


Giả sử có một suy luận từ S. Lấy R:, Rạ,..., R, là các phân 
giải trong suy diễn: 

Giả sử S là khả đúng, khi đó có một mô hình M của S. 

Tuy nhiên nếu một mô hình thoả các mệnh đề C và D nó 
cũng phải thoả bất kỳ phân giải của C và D. 

Vì vậy M thoả Rị, Ra...., Rụ. 

Tuy nhiên điều này không thể vì một trong những phân giải là 


Vì vậy S phải hằng sai. v 
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Thị dụ 1: 
Dùng phân giải để chứng minh G là hệ qủa luận lý của F; và F, : 
F‹: (*Xx)(e(x) -› (W(x) ^ r{x))) 
F„: (:x)(c{x) ; o(x)) 
G ; (3x)(o(x) - r(x)). 
Chuyển thành dạng chuẩn và thêm vào phủ định của G : 
(1) ¬ c(x) v w(x) từ Ft, 
(2) ¬ c(x) + r(x từ F(, 
(3) c{a). từ Fạ, 
(4) o(a).. từ Fạ, 
(5) ¬ o(x).z ¬r(x) — từ ¬G, 
Tìm phân giải của từng cặp trong 5 mệnh để trên nếu có 
(ie, phân giải của — (1) và (2), 


) 
(1) và (3) 
(1) và (4), 
(1) và (5), 
(2) và (3) 
' (2) và (4) › 
được các phân giải sau : 
(6) w(a). phân giải của (1) và (3) 
(7) r(a) phân giải của (2) và (3) 
(8) ¬ c(x) ‹ - o(x) _ phân giải của (2) và (5) 
(9) ¬r(a}. phân giải của (4) và (5). 


Tìm phân giải của từng cặp trong 9 mệnh đề trên nếu có (nhưng bỏ 
qua (1) và (2). (1) và (3), (1) và (4). (1) và (5), mà bắt đầu từ (1) và (6) 
(1) và (7)..... (2) và (6), (2) và (7). ...) được các phân giải sau : 


(10) ¬ c(a) phân giải của (2) và (9) 

(11) ¬ o(a) phân giải của (3) và (8) 

(12) -› c(a) phân giải của (4) và (8 ) (bỏ mệnh ` này vì 
trùng với 10) 

(13) ¬ o(a) phân giải của (5) và (7) (bỏ mệnh để này vì 


trùng với. 11) 
Tìm phân giải của từng cặp trong 1 mệnh đề trên nếu có và 
được phân giải sau : 
(14) phần giải của (3) và (10) 
VÌ vậy tập hợp 5 mệnh để là hằng sai. 
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Thí dụ 2 : 
Chúng minh hệ thống 4 mệnh đế sau là hãng sai : 
()PvQ 
(/2›¬PvQ 
(3) Pv¬Q 
(4)¬P v¬Q. 
Tìm phân giải của từng cặp trong 4 mệnh để trên nếu có : 
(5) Q phân giải của (1) và (2) 
(6)P phân giải của (1) và (3) 
(/yQv¬Q_ phân giải của (1) và (4) 
()Pv¬P phân giải của (1) và (4) 
(9v ¬Q_ phân giải của (2) và (3) 
(10)P.x ¬P phân giải của (2) và (3) 
(11) ¬P phân giải của (2) và (4) 
(12)¬Q phân giải của (3) và (4) 


- Ÿ 


Nhận xét: 
Trong quá trình phân giải một số mệnh đề được phát sinh dư thừa 
không tham gia vào qua trình phát sinh mệnh để trống. Một số 
_ giải pháp đưa ra để hạn chế phát sinh các mệnh đề này. 


Bao hàm thế Z2 ấn HÓn, 
Một mệnh để C bao hàm: thế trong mệnh để D nếu có một thay 
thế ø sao cho CøŒD. - _ 

D được gọi là mệnh đề bao hàm thế. 


Thí du :' 

-_1, Lấy C = p(x) và D = p(a) + q(a), nếu ø = ¡a/x) thì Cø c D. 
Do đó mệnh đề C bao hàm thế trong D, nói cách khác mệnh đề D 
là bao hảm thế của C. 
2. Lấy E = p(x)v q(f(y)) và F = p(g(z)) - qữ(h())) v r{y,z.Ð) v.s(y,2), 
nếu ø= tgÌz)/x. h(t)/y} thì Eo c F. 
E được bao hàm thế trong F, hay F bao hàm thế E. 
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Hề quả : 
Trong quá trình suy luận bằng phân giải từ tập hợp S các mệnh 
để thì việc bỏ các mệnh đề phân giải hằng đúng và mệnh để 
phân giải bao hàm thể vẫn không làm mất đi khả tàng Suy luận ra 
mệnh để trống =. 

Chúng minh : 
Điếu này hiển nhiên với mệnh để phân giải hằng đúng. 
Đổi với mệnh đề bao hàm thể có tham gia vào việc phát sinh 
mệnh đề trống thì mệnh đề được bao hàm thế cũng tham gia vào 
việc sinh ra mệnh đề trống, ie nếu Ca = D (với ø là một thay thế) 
và D có tham gia vào việc sinh ra ” thì Cz cũng có tham gia vào 
việc sinh ra -. Vì D có tham gia vào việc sinh ra .' nên : 

D=D, x1D; và có ¬Dy và ¬Dạ. 
Cø CD; hoặc Ca c Dạ hoặc Cơ = (Ca). ‹¿ (CG); 
với (Cơ): c D¡. (Co); c Dạ, 
Tử ba trường hợp này hiển nhiên Cơ có tham gia vào việc sinh ra 
, w' : 


Nhân xét : 
1. Trong thí dụ † ở trên, sau khi thực hiện mệnh đề 9 ta có thể bỏ 
một số mệnh đề : 
(1) ¬ c{x) x w(x) mệnh để n này được bỏ vì là bao hàm thể của 6, 
(2) ¬ c(x) ¿ r(x) mệnh đề này được bỏ vì là bao hàm thế của 7, 
(3) c(a) 
(4) o(a) 
(Š) ¬ o(x) v ¬r(x) mệnh đề này được bỏ vì là bao hàm thế của 9, 
(6) w(a) 
(7) t(a) 
(8) ¬ c(x) v ¬ o(x) 
(9) ¬r(a). 
Do đó còn lại : 
(3) c(a) 
(4) o(a) % 
(6) w(a) bu 
(7) ría) 
(B) ¬ c(x) v ¬ o(x) 
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(9) ¬r(a). 
Tìm phân giải của các mệnh để còn lại : 


(10) ¬ o(a) phân giải của (3) và (8) 
(11) ¬ c(a) phân giải của (4) và (B) 
(12)- phân giải của (7) và (9). 


Ta được kết qủa sớm hơn một số bước. 

2. Trong thí dụ 2 ở trên các mệnh đề phân giải (7), (8), (9).(10) có 
thể bỏ đi vì là hằng đúng mà không làm ảnh hưởng qúa trình phát 
sinh mệnh đề ." 


Thuật toán bao hàm thế 
Lấy thay thế 0 = {a:/X\,..., aa/Xa} Với Xị, ..., xa là các biến có trong 
mệnh đề D và a¡,..., aa là hằng không có trong cả hai mệnh đề C 
và D. 
Giả sử D = Lịv... v Lạ, 
do đó D0 = L0 v... v Lm0, và ¬DO = ¬L¡0 A... A ¬LaÔ0. 
Lấy W =(¬L)0,...., ¬Lm0)}, đặt k= 0 và Ư*= ¡©) 
1.Nếu - e U* thì C bao hàm thế trong D và thuật toán dừng. 
2. Nếu U* = Ø thì € không bao hàm thế trong D và thuật toán 
đừng. 
3. Lấy k= k+T†và Ú* = (RÍ R là phân giải của X e U*” với Ye W} 
và quay lại bước 1. 


Thí du : 
1. Lấy C = ¬p(x) v. đ(f(x),a), - 
D= ¬p(h0@)) v q((h(y)),a) v ¬p(2), 
lấy 0 = {b/y. c/Z), : 
¬Ð0 = p(h()) ^ ¬qf(h(y)),a) ^ p(C), 
do đó : 
W = (p(h(b)). ¬qữ(h(y)).a), p(€)!, 
U° = (¬p(x) v qứ(x),a)}, 
-- U ={q((h(b)),a), ¬p(h(b)), q(f(c),a)}, 
U =t: }. 
Vậy C bao hàm thế trong D. 


2. Lấy C = p(x.x), D = p(f(x),y) v p(f(S)), 
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lấy U = !a/x, b/ÿy}, ¬DU = ¬p(f(a).b) ^ ¬p(b.f(a)), 


do đó 
W z (¬p(f(a).b)., ¬p(b,f(a))}, 
ư° = tp(x.X), 


U' = Ø. Vậy C không bao hàm thể trong D. 


Định lý : 
Thuật toán bao hàm thế phải dừng và nếu dừng ở bước 1 thì kết 
qủa là bao hàm thể. 
Chứng minh : 
Ú* được xây dựng bằng phân giải nên mỗi mệnh đề trong U* ít 
hơn một nguyên từ so với mệnh đề tương ứng trong U*”. 
Do đó có số nguyên n để U"= @Ø hoặc ' « U". 
Ta chỉ còn chứng minh nếu thuật toán dừng ở bước † thì kết qủa 
là bao hàm thế. 
Nếu C bao hàm thể trong D thì có một thay thế ø sao cho Cø c D. 
Nên Cứz U) c Du. 
Do đó các lưỡng nguyên trong C(+z 0) là một trị của €. 
Vì vậy lưỡng nguyễn trong © có thể phân giải vởi các mệnh để 
đơn vị trong W. 
Điều này nghĩa là sẽ có U" chứa và thuật toán dừng ở bước 1. 
Nếu thuật toán dừng ở bước † thì có các mệnh đề đơn vị M:¡...., 
M, trong W sao cho 
R; là phân giải của C và M:. có mgu là œ, 
Rạ là phân giải của R; và Mạ. có mgu là ø,. 


R. là phân giải của R,.‹ và M,, có mgu là œ; 
Do đó C(œ n;.....D Œ) = {¬M:i,..., ¬M,‡ c Du. 
Lấy thay thế ø từ (ø;¡ ơa.... =,) bằng cách thay mỗi thành phần a, 
bằng x.. & 
Vậy Cac D.⁄ 


Mặc dù nguyên tắc phân giải là hoàn bị nhưng nó cực kỳ tốn thời 


gian. Nhiều chiến thuật được để nghị để tối tiểu hóa yếu tổ rẽ 
nhánh của cây phân giải. 
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sang - 


Phụ chương A 
PHƯƠNG PHÁP TIÊN ĐỀ 


Đây là một tập hợp các ý kiến liên quan đến phương pháp tiên đề. 
Việc hệ thống hóa lại sẽ được trình bày ở một tài liệu khác. 
Phương pháp tiên để có nguồn gốc từ thời trung cổ, trong các tài 
liệu của Aristotle đã có để cập đến. 
Phương pháp này nói rằng : "Mọi khoa học khả chứng phải bắt đấu 
từ những nguyên tắc bất khả chứng". 
Phương pháp tiên để bao gồm những khái niệm cơ bản là : 

Thuật ngữ nguyên thuỷ. 

Tiên đề. 
Thuật ngữ nguyên thuỷ là các khái niệm ban đầu được chấp nhận, 
không định nghĩa. Ngoài ra còn có các thuật ngữ phổ dụng là các 
khái niệm hiển nhiên, phổ biến. Còn tiên để là những nguyên tắc 
không chứng minh. có giá trị chung cho mọi khoa học. Dù rằng 
phương pháp tiên để đã được sử dụng rộng rãi. nhưng không phải 
không có nhiều bàn cãi về bản chất và bối cảnh triết học của nó. 
Phương pháp tiên để được phổ thông hóa nhờ Euclide và bây giờ 
đã trở thành một phần nền tảng của các phương pháp khoa học. 
Sự hiểu biết về tiên để xuất phát từ sự nghiên cứu ở lãnh vực hình 
học. , 
Trong toán học hiện đại phương pháp tiên đề được dùng rộng rãi. 
Việc phát minh ra hình học phi Euclid của Lobatsepski có thể xem là 
một điểm xuất phát. 
Phương pháp này có một quá trình tiến triển rất lớn, làm nảy sinh 
các phương pháp mới, cả nguyên lý mới trong lý luận của toán học 
cũng như các ngành khoa học thực nghiệm khả~ 


Sư tiến hóa của phương pháp tiên đề 
Phương pháp tiên để được khảo sát đầu tiên một cách rõ nét 
trong lãnh vực hình học. Trong hình học phẳng sơ cấp, các giả 
thiết cơ bản có thể được xếp vào hai nhóm. Một nhóm gọi là tiên 
để và một nhóm gọi là định đề. Tiên đề là một chân lý hiển nhiên. 


“TÓI 


Định đế là một sự kiện hình học đơn giản và hiển nhiên được xây 
dựng từ các thuật ngữ nguyên thuỷ. 
Các tiên để có thể là các phát biểu như : 
“Toàn thể lớn hơn thành phấn”. 
“Toàn thể là tổng các thành phấn”. 
“Các vật cùng bằng với một vật thì bằng nhau”. 
“Đẳng thức-được cộng vào với đẳng thức thì phát sinh 
đẳng thức”. 
Nhận thấy rằng các thuật ngữ nguyên thuỷ của hình học như 
điểm, đường không xuất hiện trong các tiên đề. Tiền đế là các 
chân lý phổ dụng. 
Các định để hình học là các phát biểu như sau : 
"Qua hai điểm phân biệt chỉ vẽ được một và chỉ một đường 
thẳng”. 
“Một đường thẳng có thể mở rộng vô hạn”. 

“Nếu (L) là một đường và P là một điểm ngoài (L) thì có thể vẽ 
được một và chỉ một đường song song với (L) đi qua P”. 
Trong Elements của Euclid, được viết vào khoảng 300 B.C, có hai 
nhóm có tên là “Common notions" và “Postulates”. Từ 2 nhóm trên 
-và một số định nghĩa, Euclid dẫn xuất ra gần 465 mệnh đề theo 
một trình tự luận lý, Có thể xem đây là một hệ thống tiên đế hoàn 

chỉnh đầu tiên. 

Phương pháp tiên để càng ngày càng chặt chẽ từ Euclid đến 
Aristotle, đến Platon và Pythagore. Các triết gia Hy lạp trước kia 
khi phát triển các dạng lý luận suy diễn đã nhận thức rằng một hệ 
SUy diễn phải bắt đầu từ những chất liệu nguyên uỷ. 

.Sự khủng hoảng trong toán học Hy lạp do khám phá về số vô tỉ 
và các nghịch lý của Zeno đã kích thích việc nghiên cứu quay về 
các nền tảng, và kết qủa là phương pháp tiên để. 

Phương pháp tiên để có ảnh hưởng to lớn đến tư tưởng khoa học. 
Quyển Principa nổi tiếng của Newton (1686) được tổ chức như 
một hệ suy diễn. Trong đó luật chuyển động là một mệnh đề 
không chứng minh, nghĩa là định đề. 


102 


Sự phát triển của phương pháp tiên đế có thế chia làm hai giai 
đoạn : 

Giai đoạn 1 từ Lobatsepski đến Hilbert. 

“Giai đoạn 2 từ Hilbert đến nay. 
Phương pháp diễn dịch là cách thức duy nhất chứng minh tính 
nhất quán của hệ tiên để trước Hilbert. Sau Hilbert là sự hợp nhất 
của các quan điểm, vượt ra ngoài phạm vi hình học, phát sinh một 
bộ môn mới là luận lý ký hiệu hay luận lý toán học. 


Hệ thống tiên để 
Hệ thống tiên để hay lý thuyết tiên để có cấu trúc như sau : 
Các thuật ngữ nguyên thuỷ, thuật ngữ phổ dụng. 
Các tiên đề, định để. 
Một hệ thống luận lý để suy luận. 
Các định lý. : 
Thí dụ : 
Hệ thống tiên để hình học Euclid I' do Hilbert để ra như sau : 
Thuật ngữ nguyên thuỷ là điểm, đường. 
Thuật ngữ phổ dụng là họ, có, một, mọi; không. 
Các tiên đề là : 
L¡. Đường là tập hợp các điểm. 
I¿. Có ít nhất 2 điểm. ¿ 
Lx. Có duy nhất một đường qua hai điểm khác nhau. 
14. Với một đường thì có một điểm nằm ngoài đường. 
!s. Với một điểm nằm ngoài đường thì có một đường chứa 
điểm đó và song song với đường. 
Hệ thống luận lý vị từ. 
Tập hợp các định lý hình học. 


Lý thuyết phi hình thức 
Một lý thuyết tiên để được gọi là phí hình thức nếu hệ thống luận 
lý trong lý thuyết được biết trước. Lý thuyết tiên để phi hình thức 
còn được gọi là lý thuyết phi hình thức. 
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Một lý thuyết hình thức L bao gồm : 
Tạ = danh sách các thuật ngữ nguyên thuỷ. 
T¡ = danh sách các thuật ngữ đã được định nghĩa. 
Pạ = danh sách các tiên đề. Ả 
P; = danh sách các phát biểu khác có thể được than) chiếu 
từ Po trên một khung luận lý. 


Lý thuyết phi hình thức trong bối cảnh lý thuyết tập hợp 
Một số các lý thuyết có các thuật ngữ nguyên thuỷ là tập hợp, 
điều đó nghĩa là đặc trưng tổng quát của các thuật ngữ nguyên 
thuỷ đã được xác định. Nhưng theo bản chất thì các thuật ngữ 
nguyên thuỷ là các thuật ngữ chưa được định nghĩa. Một phương 
pháp giải quyết sự mâu thuẫn này là tiên để hỏa lý thuyết tập hợp 
trước và kế đó định nghĩa các lý thuyết trong ngôn ngữ của tập 
hợp. 
Thí dụ : 
K là một tập hợp thứ tự riêng phần nếu và chỉ nếu nó là một dôi 
có trật tự <X,p> sao cho X là một tập hợp, p là quan cấp 2 và 
các tiên đề : 
p phản hồi trong X, 
p phản đối xứng trong X, 
p truyền trong X. : 
Khi một lý thuyết toán học được trình bày trong lý thuyết tập hợp, 
các phát biểu ban đầu được gọi là tiên để trở thành thành phần 
định nghĩa .của lý thuyết. Khi đó các thuật ngữ nguyên thuỷ 
không còn thích hợp nữa mà thuật ngữ nguyên thuỷ là của lý 
thuyết tập hợp. Lúc này các định lý của lý thuyết có dạng của 
hát biểu điều kiện. Thí dụ một định lý của lý thuyết nhóm được 
phát biểu : “Nếu G là một nhóm thì .. 
Nếu một lý thuyết L được định nghĩa bởi một vị từ của lý thuyết 
tập hợp khi đó các mô hình của L đơn giản là những thực thể thỏa 
vị từ. 
Sự tiến hoá của phương pháp tiên đề 
Lý thuyết phi hình thức là sự phát triển của lý thuyết trực giác. Lý 
thuyết trực giác là lý thuyết được tiếp cận và trình bày bằng trực 
giác. 
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Thí dụ : 
Một số lý thuyết trực giác : số học, cơ học. xác suất, hinh học, 


Từ một số tính chất đã biết và được tin cậy (trực giác) đưa ra các 
dự đoán tin cậy được (trực giác). Sau đó tiên đế hóa, ie xác định 
các thuật ngữ nguyên thưỳ, các tiên đế. Từ các kết qủa này và 
trên một khung luận lý sản sinh các định lý của hệ thống. 

Với những hiểu biết về hình học phẳng Euclide, đơn giản gọi là 
hình học Euciide, tiên để hóa thành hình học affine : một tập hợp 
P các điểm, một tập hợp L các đường. một tập hợp I các quan hệ 
tới. 

Từ sự hiểu biết một số các tính chất của số tự nhiên tiên đề hóa 
thành hệ tiên để Peano của số tự nhiên. 

Tập hợp các ánh xạ 1-†trên từ tập hợp X vào chính nó cùng với 
toán tử hợp nối, cùng với tập hợp các số nguyên 2 cùng với toán 
tử cộng có chung lý thuyết tiền để là lý thuyết nhóm. 


Nguổ m hứng phát sinh tiên để 
Cách thông thường để có các tiền đề là từ các phát biểu về một 
số khái niệm quen thuộc. Các tiên đế là các phát biểu vê khái 
niệm nền tảng. Hệ tiên để là một họ các phát biểu về khái niệm 
nền tảng. 
Trong thực tế các khải niệm là có trước và tiên đề là cái đến sau. 
Do đó khái niệm nền tảng không chỉ là nguồn cảm hứng của các 
tiên đế mà còn là hướng dẫn để khảo sát sự nhất quán của hệ 
thống tiên đề. 
Từ một toàn thể T các phát biểu chọn một họ K các phát biểu cơ 
bản và nòng cốt, hy vọng nó sẽ sinh ra được tất cả phát biểu của 
T. s0 Sng thực tế thường không biết hết tất cả các phát biểu của T, 
Thí dụ 
T là các màu sắc : trắng, đen, vàng, cam, đỏ, tím, ... Chọn một 
họ K gồm các màu xanh, đỏ, vàng và một hệ thống qui tắc 
pha màu. 
T = các phát biểu (tương ứng với mỗi màu), 
K = các phát biểu cơ bản (tương ứng với 3 màu cơ bản). 
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Hộ thống luận lý (tương ứng với các qui tẮc pha mÀu). 
Bằng cách thức tương tự cho việc chọn lựa các thuật ngữ nguyên 
thuỷ từ các thuật ngữ, 
Do đó trình tự số là chọn khái niệm, kế đó chọn thuật ngữ chưa 
định nghĩt và các phát biểu để hình thành các tiên đồ. 
Một lý thuyết có thổ dược tiên đổ hóa bằng nhiều cách khác 
nhau. 
1hí dụ : 
Hình học phẲng được tiên để theo D. Hilbort là : điểm (poinÐ, 
đường (line), mật phẳng (plano), quan hệ kổ(Ineldeneo), quan 
hộ ở giữa (botwoonoss) và dống dư (congruene©). 
Nhưng thao M. Ploil thì chỉ gốm : điểm (poln) và chuyển động 
(motlon), 


Sự nhất quán củn một hệ thống tiện đổ 


NhẬt quản 
Một hộ thống tiên đố Y lÀ nhất quán nếu * không suy diễn các 
mệnh để mầu thuần, 
]1hLdu: 
Thôm vào hệ thống tiên đổ hình học !' mệnh để aau . 
"ở nhiều nhẤt 3 điển", 
Ta thầy ngay hộ thống mới là không nhất quán, vì nó mâu thuần 
với tiên đổ la, 
Khi đưa ra khái niệm nhất quán thì lại phát sinh một số vấn để sau 


Vấn để ; 
$ Gho một hộ thông tiên đổ làm aao kiếm tra được nó nhất quản 
hy không 2 
% Nếu mâu thuẦn không suy diễn ra được thì ta có thể nói gì được 
vô sự nhất quán hay không nhất quản ?. 
+ Khó lòng Ấn ra mâu thuẫn khi hệ thống lớn, nghĩa là hệ thống 
có số lượng lớn các tiên để. 


IỦ6 ý 


+ Nếu hệ thống đã nhất quán (nhưng ta chưa biết) và đi kiểm tra 
tính nhất quán của nó thì cũng không thể dẫn ra mâu thuẫn 
(hiển nhiên )). 

+ Như vậy có thủ tục nào để chứng minh một hệ thống tiên để là 
nhất quán ?, và hiển nhiên việc chứng minh không thể được 
thực hiện bền trong hệ thống giống như việc chứng minh các 
định lý của hệ thống tiên đề. 

+ Lịch sử toán học cũng đã cho thấy sau này người ta khám phá 
một số hệ thống tiên để là không nhất quán. 

+ Trong một hệ thống không nhất quán mọi mệnh đề đều là định 
lý. Vì hệ thống không nhất quán nên mệnh đề § và ¬8 đều là 
định lý. Do đó với mệnh để bất kỳ T thì (S — (¬8 —> T)) cũng là 
định lý. : 

Tính nhất quán của một hệ thống có thể đo lường bằng khái niệm 

mô hình. 

Phần sau đây được gọi là phần ngữ nghĩa của hệ thống tiên để. 

Diễn dịch 

Một diễn dịch của hệ thống tiên để > là một môi trường và gán 

cho các thuật ngữ nguyên thuỷ của E các ý nghĩa trong môi trường 

sao cho các tiên để trở thành các phát biểu trong môi trường. 

Thí dụ : 

Các thuật ngữ nguyên thuỷ là điểm, đường. 
Lấy một lớp gồm 4 đồng tiền, điểm là một đồng tiền trong lớp 4 
'đồng tiền, đường là hai đồng tiền trong lớp 4 đồng tiền. 
Tập hợp 4 đồng tiền và việc gán thuật ngữ điểm, đường là một 
diễn dịch của hệ thống tiên để T. 
Nhưng tập hợp 5 đồng tiền không là một diễn dịch vì vi phạm 
tiền đề Fs.. : 
Mô hình 
Mô hình là hệ thống kết qủa khi hệ thống được gán một diễn dịch 
_và hệ thống kết qủa là nhất quán. 
Mô hình còn được xem là phần hiện thực nhất quán được cắt xén 
theo khuôn mẫu của hệ thống tiên đề. 
Ký hiệu ẤM(I) là mô hình có được từ diễn dịch:]. 
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Thí dụ : 
Tập hợp 4 đồng tiển được gọi là một mô hình của hệ thống tiên 
đề hình học phẳng. 


Khái niêm mặc nhiên thoả 
Một tiên để của hệ thống tiên để được gọi là mặc nhiên thoả đối 
với một mô hình nếu tiên để có dạng “Nếu điều kiện thì... “ và 
điểu kiện không xảy ra trong mô hình. Do đó ta không thể kiểm tra 
tiên để này có được thoả trong mồ hình hay không ?. Nhưng có 
thể nói nó không làm hệ thống mâu thuẫn. 
Thí dụ : 
Hệ thống tiên đề hình học I' bỏ đi tiên để 2 và 4, ta có hệ thống 
tiên để [ ˆ*. Lấy diễn dịch I là tập hợp 1 đồng tiền. điểm là đồng 
tiền và đường là tập hợp có đúng 1 đồng tiền thì đây là một mô 
hình của !'*. 
Trong mô hình này tiên để 3. 5 không kiểm nghiệm được và gọi 
là mắc nhiên thoả. : 


Nhận xét, 
Định nghìa hệ thống tiên để nhất quán là không sản sinh ra hai 
trênh để mâu thuần rất khó thực hiện trên các hệ tiên để cụ thể. 
Do đó. ta cần một định nghĩ thực thị. ie một định nghĩa chỉ ra một 
thủ tục để kiểm tra tính nhất quản. 


Thỏa mãn 
Hệ thống tiên để š là thỏa mãn hay khả đúng nếu nó có một mô 
hình. 
Thị dụ : 
Với diễn dịch 4 đồng tiền của hệ thông tiên đẻ !, thì I là thoả 
mãn. 


«3 
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Các công cụ chứng minh sự nhất quán 
của một hộ thống tiên đế . 


Luật mâu thuẫn 
Nếu S là một mệnh để thì S và phủ định của S không thể cùng 
lồn tại. 
Thị dụ : 
Lấy S là mệnh đế "Hôm nay là thứ 3" thì luật mâu thuẫn khẳng 
định rằng hôm nay không thể vừa là thứ 3 và thứ 4. 


tuật bài trung 
Mệnh để S hoặc phú định của S, một trong hai phải tổn fại. 
Thí dụ : 
Luật bài trung khẳng định hôm nay là thứ 3 hoặc không là thứ 3. 


Nhân xét; 

1. Đây là hai luật cơ bản của luận lý học cổ điển (Aristotle), 

2. Tuy nói rằng hai luật cơ bản là có giá trị phổ dụng với các 
mệnh để. Nhưng một số mệnh để có thể có ý nghĩa rộng rãi 
trong một bối cảnh nào đó. Do đó ta giới hạn tử mệnh đề vào hệ 
thống mệnh để Y. Gọi là mệnh đề~*, ie mệnh đề được phát biểu 
từ các thuật ngữ nguyên thuỷ và thuật ngữ phổ dụng trong È. 


Những nguyên tắc cơ bản của luận lý học ứng dụng 
1. Tất cả mệnh để được suy diễn từ một hệ thống tiên để š vẫn 
đúng đối vôi tất cả mô hình của Y. 
2. Luật máu thuần vẫn còn áp dụng cho tất cả mệnh để của mô 
hình. 
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E là một hệ thống tiên đề, I là một diễn dịch. Việc gán cho thuật 
ngữ nguyễn thuỷ trong mệnh đề-E các ý nghĩa trong ! được gọi là 
một mệnh đế—>-I. 


Mệnh để 
Thoả mãn thì nhất quán. : 
Ghứng minh : 
Giả sử hệ thống thỏa mãn và không nhất quán. 
Do không nhất quán nên hệ thống tiên để dẫn ra được hai mệnh 
đểề~> mâu thuẫn. 
Từ nguyên tắc 1 hai mệnh để-E mâu thuẫn cũng là mệnh đề~>-I 
và vẫn đúng trong NI). 
Nhưng do nguyên tắc 2 thì hai mệnh đề-Y-l cũng mâu thuẫn. 
VI M(I) là thỏa mãn nên mâu thuẫn là không thể có trong M(l). ⁄ 


Thí dụ : ' 
Diễn dịch 4 đồng tiền của hệ thống tiên đề I' cùng với hai nguyên 
tắc bảo đảm cho sự nhất quán của I. 


Nhân xét : 
1. Vậy sự nhất quán trong mô hình kéo theo sự nhất quán trong 
tiên đề. 
2. Ta bỏ qua không chứng minh sự nhất quán dẫn đến thoả mãn. 


Mô hình lý tưởng 
Điểm là cái gì không có chiều dài, chiểu rộng, chiều dầy. Đường 
là đường thẳng có chiều dài nhưng không có chiều rộng, chiều 
dầy. Các khái niệm nguyên thuỷ này phát sinh một mô hình của 
hệ thống tiên để F và ta gọi nó là mô hình !ý tưởng. 
Ngược lại là mô hình cự thể. 
Khi hệ thống tiên để cần cho một họ vó hạn các hệ thống thực tế 
thì cần đến mô hình lý tưởng. 


1Ô 


Sự độc lập của các tiên đế 


Một hệ các tiên đế là độc lập nếu thiếu một tiên để sẽ mất một định 
lý. Nếu thôm vào phát biểu “có ít nhất 4 điểm" làm thành tiên để F; 
vào hệ tiên đế T thì hệ tiên đế mới I* vẫn không mất đi tính nhất 
quán. Nhưng Iạ có thể được suy ra từ các tiên để khác. 


Độc lấp (định nghĩa 1) 


Một tiền đế A trong một hệ thống tiên để E, được gọi là độc lập 
trong Ð nếu : 

Ý và ((E-A) + (¬A)) đếu thoả mãn. 
Điều này nghĩa là tử các tiên đề còn lại (š-A) không thể dẫn ra A. 


Đồc lâp (định nghĩa 2) 


Một tiên để A trong một hệ thống tiên đề E, được gọi là độc lập 
trong E nếu : 
(6) š là thoả mãn và 
(i) Có mệnh để S là mệnh đế-EF sao cho 4 
((E-A) + S — (¬A)) và 
((E-A) + S) là thoả mãn. 


Thí dụ : 

Để chứng minh tiên để I¿ của tiên để hình học F là độc lập 
trong hệ thống tiên đề I. 
Lấy S là mệnh đề “Có đường thẳng L và điểm p không trên L 
sao cho không có đưởng thẳng nào chứa p song song với L". 
Mệnh để S không chính xác là phủ định của !;, nhưng chắc 
chắn suy ra được phủ định của L';. (Phủ định tiên để [; là không 
có duy nhất đường song song). 
VỊ S ~› ¬A nên (L's~A) + S —› ¬A. 
Do đó tiên để I; là độc lập nếu 

*_J là thỏa mãn và 

“4 tiên để đầu của ï' + một dạng phi Euclid là thỏa mãn. 
Do đó chỉ còn chứng minh (I'—[s) + S là thỏa mãn. 
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Lấy một tập hợp có 3 đồng tiền. Điểm là đồng tiền và đường là 
tập hợp 2 đồng tiền. Đây là một mô hình của hệ thống mới. do 
đó nó thỏa mãn. Đã biết F là thỏa mãn. Nên kết luận tiên để 5 
là độc lập trong T. 


Nhân xét : : 

1. Ký hiệu (E-A) là hệ thống tiên đề bỏ đi tiên để A. 

Ký hiệu ((S-A) + S) là hệ thống tiên để bỏ đi tiên để A và thêm 
mệnh đề S. Ký hiệu (> -› A) là hệ thống sinh ra mệnh để A. 

2. Định nghĩa 1 bảo đảm A và cả (¬A) không là hậu qủa của hệ 
thống (~A), nên thêm A vào sẽ cung cấp thêm thông tìn mới. 

3. Sự nhất quán luôn luôn được yêu cầu nhưng sự độc lập thì 
không quan trọng. _ 

4. Định nghĩa về" độc lập theo quan điểm E.H. Moore. được öoi là 
độc lập hoản bị. 

Một hệ thống œ được gọi là độc lập hoàn bị nếu với mọi hệ 
thống con @ c ® có ® nhất quán và ®-Q +(¬©) cũng nhất 
quán. 

5. Trong định nghĩa độc lập hoàn bị, thay từ nhất quán bằng từ 
thoả mãn sẽ có được dạng tổng quát của định nghĩa 1 về độc 
lập. : : 

6. Định nghĩa về độc lập theo quan điểm Harary, một tiên đề A 
độc lập hoàn toàn trong hệ thống E nếu hệ thống có một mô 
hình mà tất cả tiên để khác A đúng mà A không đún= 


Sự đơn giản của hệ thống tiên đề 


Sự đơn giản của một hệ thống tiên đề không thể được đo bằng số 
lượng các tiên để. 

Một hệ thống tiên để được nói là đơn giản nếu một tiên đề được 
phân ra thành nhiều tiên đề. 

Môt tiên để chứa quá nhiều ý nghĩa sẽ rất khó hiểu. Sự khó khăn 
mất đi khi thay bằng nhiều tiên để đơn giản. 


Văn để thứ hai của sự đơn giản la cùng một nội dụng má có thể 
được diễn tả bằng nhiều cách thì sự đơn giàn của mỗi cách tưỹ 
thuộc vào sự đánh giá của tửng người. 


Sự hoàn bị của hê thống tiên đế 


Không có gì bào đảm hệ tiền đế hình học T phát sinh được (ất cả 
định lý của hình học. Các định lý hình học chỉ là những định lý 
dang biết không phải tất cả. Nói một cách tổng quảit đây chỉ là 
đương thức, có thể còn những tiếm thức chưa biết. 
Một hệ thống tiên đề Y là không hoàn bị có thể do : 
Không đủ tiên để sinh ra tất cả định lý mong muốn, hoặc 
Không chứa đủ các thuật ngữ nguyên thuỷ. 


Hoàn bị 
Một hệ thống tiền để š là hoàn bị nếu không có mệnh đế A sao 
cho A là một mệnh đế độc lập trong hệ thống š + A. Íe Ÿ + A và 
+¬A là thỏa mãn. 


Đẳng cấu 


Lấy thí dụ diễn dịch l; với 4 đồng tiền là mô hình M(I;). 

Lấy thí dụ diễn dịch I¿ với 4 người là mô hình M(;). 

Hiến nhiên /W@(I;) = ẤÑ(l;) vì đồng tiền khác với con người. 

Nhưng Ñ(I;) và ẤÑ(l;) có cùng tính chất trong phạm vi ý nghĩa của [` 


Đẳng cấu 
Hai mô hình M; và M; của hệ thống tiên để Yš được gọi là đẳng 
cấu nếu có : 
ánh xạ 1-†trên f: &: —> &e, và 
f dưy trì các mệnh để-Ÿ. : 
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Để chứng minh cho sự nhất quán của một hỗ thống là tìm được một 
mô hình cho nó. 
Chứng mình sự nhất quán qua mô hình là fương đối. Vì hệ thống A 
nhất quán tuỳ thuộc vào sự nhất quán của hệ thống B mà người ta 
lấy mô hình. Rồi sự nhất quán của hệ thống B lại tuỳ thuộc vào một 
hệ thống C,. 
Một cách tiếp cận khác là tìm một mô hình cho hệ thống từ thế giới 
vật lý. Như vậy hộ thống sẽ nhất quán như thế giới vật lý nhất quán. 
Nhưng có gì bảo đảm thế giới vật lý không sản sinh mâu thuẫn ? 
Hilbert để nghị một cách tiếp cận khác về sự nhất quán. Đó là 
chứng minh sự nhất quán không dựa vào một mô hình từ một hệ 
thống tiên để toán học hay từ hệ thống tiên để khác, hay ngay cả từ 
thế giới thực. Cái mà ông để nghị là làm cho /ý thuyết toán học là 
một đổi tượng của sự nghiên cứu toán học và chứng minh rằng 
không có mâu thuẫn nào trong lý thuyết này. 
Đây là trường phái toán học có đối tượng nghiên cứu là các lý 
thuyết toán học, Hilbert gọi là siêu toán học. Siêu toán học là toán 
học mà có đối tượng nghiên cứu là toán học. Những lý thuyết toán 
học là đối tượng nghiên cứu của siêu toán học được gọi là /ý thuyết 
đổi tượng. 
Lý thuyết nghiên cứu các lý thuyết đối tượng được gọi là siêu lý 
thuyết. 
Hilbert còn dùng một từ khác cho siêu toán học là /ý thuyết chúng 
mình. 
Trong lý thuyết chứng minh ngôn ngữ tự nhiên không thích hợp cho 
` việc truyền tải các lý luận vì : 

Ngôn ngữ tự nhiên không thể mô tả một cách hình thức. 

Ý nghĩa câu mơ hồ. ' 
Do đó cần một ngôn ngữ chính xác có tính chất : 

Cú pháp được mô tả đầy đủ bằng một số luật đơn giản. 

Ngũ nghĩa xác định, không mơ hồ. ˆ 
Ngôn ngữ luận lý hình thức đáp ứng được yêu cầu trên. Nó có thể 
được dùng trong nhiều cách, thí dụ có thể dùng như một hệ suy 
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diễn hoặc hệ chứng minh nghĩa là để xây dựng các chứng minh 
hoặc xây dựng các phủ nhận thì cách sử dụng này được gọi là iý 
thuyết chứng minh khi đó ý nghĩa các mệnh đề không làm bận tâm. 
Ngôn ngữ được dùng như các sự kiện lạnh lùng. 


Lý thuyết mô hình 


Ngôn ngữ hình thức diễn tả các mệnh để và nhận một ÿ nghĩa khi 
chúng được cho một diễn dịch. Lúc này ngôn ngữ lý luận được 
dùng để hình lễ: các tính chất của các cấu trúc và xác định 
khi nào một mệ đề là đúng của một cấu trúc. Cách sử dụng này 
được gọi là !ý “đế! mô hình. 

Lý thuyết chứ Ji nh và lý thuyết mô hình là không độc lập, nó 
tương tác với r m cho luận lý trở thành một công cụ hiệu quả. 
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Phụ chương B 


Hành trình đi tìm dự tuyệt đối. 

Dù là vô vọng, nhưng vẫn vươn tới. 

Vì đó là bản năng, đam mê và tự do. 

Sự tuyệt đối còn là cốt lõi của mọi biến dịch. 


: 


Luận lý học là môn học nghiên cứu về một Liớp các : lữ lý có tính chất 
nhất quán. ® 


Tín lý nà 

Tín lý là “cái gì” mà con người cảm nhận từ thế: giới chung quanh 
và về thế giói này. “Cái gì" này biểu diễn được: Đằng ngôn ngữ. 
Sự cảm nhận do thế giới tác động vào con người? và con người 
nhận thức lại thế giới. Tín lý là những cái mà cọn. Hồi có được từ 
quá trình nhận thức thế giới. : 

Tín lý có thể được chia làm hai loại. Tín lý đơn giả. b kết qủa của 
sự cảm nhận trực tiếp không dựa trên những tín ñào khác. Sự 
cảm nhận này có ý nghĩa tương tự như ý niệm rặc khải. Ngược 
lại, tín lý phức hợp có quá trình cảm nhận dựa trên một số các tín 
lý khác. 


Biểu diễn của tín lý 
Tín lý là một hiện hữu trừu tượng, nên nó chỉ có thể được nghiên 
cứu thông qua cái biểu diễn của nó. Một biểu diễn hiện thời đó là 
câu hay còn gọi là mệnh đề trong một ngôn ngữ nào đó. 
Khái niệm câu được chấp nhận không định nghĩa, vì đây là vấn đề 
của ngôn ngữ học. 
Câu có nhiều loại, như câu hỏi, câu mệnh lệnh, tán thán, ... nhưng 
các loại câu này không được sử dụng để biểu diễn tín lý, vì chúng 
không biểu diễn trực tiếp được tín lý. Thứ hai là để giảm bớt sự 
mơ hồ của câu, chỉ dùng một loại câu là khai báo. Vì mỗi loại câu 
đều có những sự mơ hồ của nó. 
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Câu khai báo 

âu khai báo là câu có văn phạm mà ta có thể thêm phía trước 

3san câu “Có đúng là” để phát sinh một câu hỏi. 

T.nh chất có văn phạm là theo qui ước văn phạm của ngôn ngữ 

k tầng Anh. 

3o đó, đạng câu khai báo vừa định nghĩa là trong tiếng Anh. 

Thí dụ : 

Câu " Tập thơ Sơ Kính Tân Trang nói lên tình yêu của Phạm 
Thái đối với Trương Quỳnh Như 7 là câu khai báo vì khi thêm 
đoạn câu : "có đúng là” thì nó trở thành câu hỏi, “Có đúng là 
tập thơ Sơ Kinh Tân Trang nói lên tình yêu của Phạm Thái đối 


với Trương Quỳnh NhƯ”. R 
Câu “ Hôm nay mặt trời đẹp làm sao ! * không phải là câu khai 
bảo. 


Luận lý học chỉ khảo sát các câu khai bảo. 


Câu có văn pham và câu phí văn pham 

Sự phân biệt này rất quan trọng đối với luận lý học. 

Nguồn gốc của văn phạm nằm trong cảm giác mà mọi người 
dùng ngôn ngữ đều có. Cảm giác này khó mô tả và giải thích 
nhưng hai người đối thoại cùng một ngôn ngữ sẽ đồng ý về cảm 
giác chấp nhận nó hay không. 5 
Do đó một câu trong một ngôn ngữ A là có văn phạm nếu hầu hết 
những người nói ngồn ngữ A đều chấp nhận. Chỉ các câu có văn 
phạm mới được dùng để biểu diễn tín lý. , 


Sự mơ hổ của biểu diễn tín tý 
Để người khác hiểu được tín lý thì phải sử dụng một phldng tiện 
truyền tải, phương tiện hiện thời là câu. 
Tuy nhiên với cùng một tín lý có thể dùng nhiều câu khác nhau 
để truyền tải. Ngược lại cùng một câu nó có thể truyền tải nhiều 
tín lý khác nhau. Nói khác đi là người ta có thể hiểu một câu theo 
nhiều nghĩa khác nhau. 
Đây là sự mơ hố của biểu diễn bằng câu của tin lý. 


THỰ. 


Nhưng sự mơ hố vốn dĩ là bản chất của ngôn ngữ và là nguồn 
gốc phát triển tư tưởng con người. 
Câu mơ hồ có hai loại : 
1.Mơ hổ từ vựng : từ trong-câu có nhiều nghĩa làm cho câu trở 
thành mơ hồ. 
ỡ; Mơ hồ cấu trúc : từ trong câu có thể được nhóm với nhau 
bằng nhiếu cách và có những nghĩa khác nhau. Sự mơ hồ cấu 
trúc chỉ có thể nhận dạng dưới sự giúp đỡ của văn phạm. 
Một trong các kỹ thuật của luận lý học hiện đại là dịch vào 
những ngôn ngữ hình thức, điểu này chỉ thuận lợi khi xem xét 
chúng với cùng một ý tưởng văn phạm. Vì vậy việc để cập văn 
phạm trong luận lý học là cần thiết. 
Một loại mơ hồ cấu trúc là mơ hồ tham chiếu. 
: ° 
Vấn đề gán giá tri đúng sai 
Khi biểu diễn tin lý bằng câu khai báo là đã làm một sự liên kết 
giữa tín lý muốn diễn tả và câu khai báo. Sự liên kết này bạo hàm 
hai ý nghĩa : 
1. Câu khai báo biểu diễn tín lý là đúng trong một số hoàn cảnh 
nào đó và không đúng trong một số hoàn cảnh khác. 
2. Câu có thể tham chiếu tới một tín lý khác tong .,một hoàn 
cảnh khác. 
Heraclite một triết gia cổ Hy lạp nói rằng “Không thể nói cái gì 
đúng sai về những sự vật thay đổi". Khi biểu diễn một tín tý nghĩa 
là đã làm ngưng đọng sự vật vận động. Tín lý là biến dịch còn 
biểu diễn là khô cứng. Do đó không thể có biểu diễn cho tín tý. 
Điểu đó có nghĩa là không thể gán giá trị đúng sai cho một tín tý 
nào. Vấn để này được bỏ qua. Như vậy luận lý học chỉ khảo sát 
những tín lý có thể được gán giá trị đúng sai, còn nói là tín lý có 
chân trị. Và tại mỗi thời điểm tín lý không cùng lúc Thang giá trị 
đúng và sai. ° ˆ 
Việc gán giá trị đúng hay¡ sai cho một tín lý tuỳ, thuộc vào hoàn 
cảnh. Hoàn cảnh ngầm chúa yếu tố thời gian và không gian. Việc 
chon giá trị đúng hay sai được căn cứ vào lịch sử nghĩa là căn cứ 
vào những hiện hữu từ quá khứ khả chứng đến tương lai tất định. 


Nhưng chân trị của một câu tuỳ thuộc vào ai nói ra nó, nơi nào nó 
được nói ra, vào lúc nào, và nói như thế nào. Ngoài ra còn tuỷ 
thuộc vào sự tham chiếu của từng phần tử trong câu. Tất cả yếu 
tố có ảnh hưởng trên gọi là hoàn cảnh hay tình huống. 


Nhất quán 
Một lóp các tín lý được gọi là nhất quán nếu có một hoàn cảnh 
nào đó mà tất cả tín lý cùng được gán giá trị đúng. Ngược lại, gọi 
là không nhất quán nếu trong mọi hoàn cảnh tất cả các tin lý đều 
không thể cùng được gán giá trị #úng. Không nhất quán còn gọi 
là mâu thuẫn. 
Thí du : 
Một người phát biểu rằng :"Thật là sai lầm khi kiểm duyệt các 
chương trình trên truyền hình có tính chất bạo lực, vì hành vì 
con người không bị ảnh hưởng từ những điều họ nhìn thấy 
trên truyền hình. Tuy nhiên sẽ có ích khi trình chiếu trên màn 
hình những hình ảnh tốt đẹp về đất nước, vì điểu này sẽ làm 
cho những người chống đối chính quyền thấy được hảnh vi 
chống đối của minh là võ nghĩa”. 
Nếu tín lý thứ nhất lä hành vi con người không bị ảnh hưởng bởi 
truyền hinh là đúng, thi tín lý thứ hai là nội dung trên truyền hình 
không thể làm thay đổi hành vì của người chống đối. Do đó người 
ta gọi hệ thống tin lý này là không nhất quán hay mâu thuần vì có 
hai tín lý không đồng thởi cùng đúng trong mọi tình huống. 


Các nhất quán khác 

Kiểu nhất quán trong luận lý hoc chỉ là sự tương thích giữa các tin 

lý. Sự tương thích được để cập ở trên chính là sự đồng thời cùng 

đúng của các tín lý. Ngoài ra, những kiểu nhất quán khác không 

thuộc phạm vi quan tâm của luận lý học. 

Thí dụ : 

Hôm nay hắn thích triết học hiện sinh, nhưng mai hắn lại thích 
triết học đông phương. Ta nói rằng người này hay thay đổi, 
nhưng hệ thống vẫn nhất quán không pñi luận lý nghĩa là vẫn 
còn nằm trong phạm vị nghiên cửu của luận lý học. 
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Một xã hội không cho phép phụ nữ tham gia các hoạt động 
chính quyển là một xã hội không công bằng nhưng không phí 
luận fý. 

Cha mẹ khuyên con cái sống ngay thật trong khi họ lại sống dối tá. Các bậc 
cha mẹ này bà gá dỐïnhưng không phi kận ý. 


Nhất quán và không có lý 

Một người phát biểu rằng “Trong ba năm tôi dính đáng vào năm 
vụ tai nạn lớn và nhiều vụ nhỏ khi lái xe. Tòa án đã kết tội tôi, 
nhưng cơ bản tôi là một ngưỡi lái xe an toàn, chỉ có điều là tôi 
đang lúc vận đen". Người này tự lừa dối khi nói rằng mình lái xe 
an toàn. Quan điểm của người này là không hợp lý lẻ thường tình, 
nhưng hệ thống tín lý này là nhất quán vì có hoàn cảnh để cho tất 
cả tín lý cùng đúng. 


Nhất quán nhưng không có giá trị 
Một người tin rằng “Trái đất là trung tâm của vũ trụ do vậy mặt trời 
xoay chung quanh trái đất “. Hệ thống này -là nhất quán nhưng 
không nhất quán với kiến thức đang biết. 
Điều này nghĩa là các hệ thống tín lý được đề cập đến không 
chứa các tín lý tiềm ần, mặc nhiên. Vì chỉ khảo sát các tín lý hiển 
hiện, được chỉ định rõ ràng. 
Ngoài ra, sự mơ hồ của biểu diễn tín lý có thể làm hệ thống không 
nhất quán. Do người ta có thể hiểu các tín lý theo một cách nào 
đó để hệ thống trở thành không nhất quán. l 


Vấn đề định nghĩa trong luân lý học và trong toán học 
. Định nghĩa là gì ? 

. Có bao nhiêu loại định nghĩa ? 

. Thế nào là một định nghĩa tốt ? 

. Dùng ngôn ngữ nào để điễn tả định nghĩa ? 

. Thế nào tà thoả định nghĩa ? 

. Thế nào là vi phạm định nghĩa ? 

. Thỏa-định nghĩa hay không ví phạm ? 

. Mọi thứ đều có thể định nghĩa ? 
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Suy luãn' 
Luận lý học đôi khi được định nghĩa như là sự nghiên cửu các suy 
luận hợp lý. 
Suy luận là cái (thường được gọi là lý lẻ) người ta đưa ra để thuyết 
phục mọi người tin một phát biểu nào đó. Lúc này, phát biếu đó 
được gọi là kết luận của suy luận. Những lý lỗ đưa ra để thuyết 
phục được gọi là các tiền để. 
Suy luận đươc gọi là hợp lý khi không có tình trạng nào tất cả tiền 
đề đều đúng mà kết luận không đúng. 
Ngoài ra, một suy luận hợp lý không cấn có các tiến đề đúng. 
Người ta có xu thế chấp nhận một suy luận là hợp lý nếu họ tin 
tiền đổ và kết luận. Ngược lại, suy luận là không hợp lý khi người 
ta không tin chúng. 
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Biểu thức hàm 


Biểu thức vị từ 
Biểu thức thế 
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Cảm giác 

Cặp bù 

Câu khai báo 
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Cây ngữ nghĩa đóng 
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predicate expression 34 
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` closed semantictree 70 
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Chân lý phổ dụng 
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Chứng minh phản chứng 


Công thức 

Công thức đóng 
Công thức đúng 
Công thức hoàn hảo 
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Diễn dịch 
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Đẳng cấu 
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Đỉnh sai 
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Đỉnh suy diễn 
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Định lý 

Định lý đồng nhất 
Định tý Herbrand 
Định nghĩa thực thi 
Điều kiện 

Đệ qui 

Đơn nguyên 

Đơn tử 

Đồng nhất thế 
Đồng nhất thế mgu 
Độc lập 

Độc lập hoàn bị 
Độc lập hoàn toàn 
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Giao 


Hàm 
Hằng đúng 
Hằng sai 


Hệ chứng minh 

Hệ qủa luận lý 

Hệ suy diễn 

Hiện hữu 

Hiện hữu ràng buộc 
Hiện hữu tự do 
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thoorem 
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114 
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Hoặc 
Hoàn bị 
Hợp nối 
Họ 

Hội 

Hữu hạn 
Hợp lý 
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Kết luận 

Kết nối 

Khả đồng nhất thế 
Khả đúng 

Khả sai 

Khoa học khả chứng 
Không 
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Liên từ 
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Luân lý học 
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Or 
Completeness 
composition 
collection 
union 

finite 

valid 


conclusion 

joining 

unffiable 

consistent, satisfiable 
invalid, falsifiable 
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variable 
constant 
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first order logic 
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symbolic logic 
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Một 

Mọi 

Mô hình 

Mệnh để 

Mộnh đề đơn vị 
Mệnh đề trị 
Mộnh để trống 
Miền đối tượng 


Miền trị 

Miền ảnh 

Mô hình 

Ma trận 

Mệnh đề trị 

Một phân giải 
Mệnh đểề~> 
Mệnh đề-z-I 
Mô hình lý tưởng 
Mô hình cụ thể 


Mơ hồ cấu trúc 
Mơ hồ từ vựng 
Mơ hồ tham chiếu 
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Nghịch đảo 
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Ngôn ngữ hình thức 
Nguyên tắc bất khả chứng 
Nguyên từ trị 
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clause 2,36 
-unit clause 36 
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universe of discourse, 
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matrix 46 
ground clause 60 
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contrapositive 17 
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formai language 115,118 
indemonstrable principle 101 
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Ngữ nghĩa semantics 11,107 


Nhất quán consistency, 
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Phân giải nhị phân binary resolvent 88 
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Toán tử 

Truy chứng hữu hạn 
Tương đương 
Tương thích 
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